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AVERTISSEMENT. 


Cet ouvrage, entrepris sur la demande du Conseil d’instruction 
de l’École royale polytechnique, offre le résume des Leçons que j’ai 
données à cette École sur le calcul infinitésimal. Il sera composé 
de deux volumes correspondais aux deux années qui forment la 
durée de l’enseignement. Je publie aujourd’hui le premier volume 
divisé en quarante Leçons, dont les vingt premières comprennent 
Je calcul différentiel , et les vingt dernières une partie du calcul 
intégral. Les méthodes que j’ai suivies different à plusieurs égards 
de celles qui se trouvent exposées dans les ouvrages du même 
genre. Mon but principal a été de concilier la rigueur, dont je 
m’étais fait une loi dans mon Cours d’analyse , avec la simplicité qui 
résulte de la considération directe des quantités infiniment petites. 
Pour cette raison , j’ai cru devoir rejeter les développemens des 
fonctions en séries infinies , toutes les fois que les séries obtenues 
ne sont pas convergentes ; et je me suis vu forcé de renvoyer 
au calcul intégral la formule de Taylor, cette formule ne 
pouvant plus être admise comme générale qu’autant que la série 
quelle renferme se trouve réduite à un nombre fini de termes , et 
complétée par une intégrale définie. Je n’ignore pas que l’illustre 

OEnvres de C. -- S. II, t. IV. 
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AVERTISSEMENT. 


auteur de la Mécanique analytique a pris la formule dont il s’agit pour 
base de sa théorie des fonctions dérivées. Mais, malgré tout le respect 
que commande une si grande autorité , la plupart des géomètres 
s’accordent maintenant à reconnaître l’incertitude des résultats 
auxquels on peut être conduit par l’emploi de séries divergentes , 
et nous ajouterons que, dans plusieurs cas, le théorème de Taylor 
semble fournir le développement d’une fonction en série conver- 
gente , quoique la somme de la série diffère essentiellement de la 
fonction proposée [ voyez la fin de la 38.' Leçon ]. Au reste, ceux 
qui liront mon ouvrage, se convaincront, je l’espère, que les prin- 
cipes du calcul différentiel, et ses applications les plus importantes, 
peuvent être facilement exposés, sans l’intervention des séries. . 

Dans le calcul intégral , il m’a paru nécessaire de démontrer 
généralement l’existence des intégrales ou fonctions primitives avant 
de faire connaître leurs diverses propriétés. Pour y parvenir, il a 
fallu d’abord établir la notion d'intégrales prises entre des limites 
données ou intégrales définies. Ces dernières pouvant être quelquefois 
infinies ou indéterminées, il était essentiel de rechercher dans 
quels cas elles conservent une valeur unique et finie. Le moyen 
le plus simple de résoudre la question est l’emploi des intégrales 
définies singulières qui sont l’objet de la 2î. e Leçon. De plus, parmi 
les valeurs en nombre infini, que l’on peut attribuer à une intégrale 
indéterminée , il en existe une qui mérite une attention particu- 
lière , et que nous avons nommée valeur principale. La considération 
des intégrales définies singulières et celle des valeurs principales 



AVERTISSEMENT. 

des intégrales indéterminées sont très-utiles dans la solution d'une 
foule de problèmes. On en déduit un grand nombre de formules 
générales propres à la détermination des intégrales définies, et 
semblables à celles que j’ai données dans un Mémoire présenté à 
l’Institut en 1 8 1 4 - On trouvera dans les Leçons 34 et 39 une 
formule de ce genre appliquée à l’évaluation de plusieurs intégrales 
définies, dont quelques-unes étaient déjà connues. 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

PREMIÈRE LEÇON. 

DES VARIABLES, DK LEURS LIMITES ET DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES. 


On nomme quantité variable celle que. Ton considère comme devant 
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des 
autres. On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui 
reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successi- 
vement attribuées à une même variable s’approchent indéfiniment 
d’une valeur lixe, de manière a finir par en différer aussi peu que 
l’on voudra, cette dernière est appelée la limite de toutes les autres. 
Ainsi, par exemple, la surface du cercle est la limite vers laquelle 
convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandis que 
le nombre de leurs cotés croit de plus en plus; et le rayon vecteur, 
mené du centre d’une hyperbole à un point de la courbe qui s’éloigne 
de plus en plus de ce centre, forme avec l’axe des x un angle qui a 

pour limite l’angle formé par l'asymptote avec le meme axe; Nous 

indiquerons la limite vers laquelle converge u ne variable donnée par 
l’abréviation Uni placée devant cette variable. 
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Souvent les limites vers lesquelles convergent des expressions 
variables se présentent sous une forme indéterminée, et néanmoins 
on peut encore fixer, à l’aide de méthodes particulières, les véri- 
tables valeurs de ces mêmes limites. Ainsi, par exemple, les limites 
dont s’approchent indéfiniment les deux expressions variables 


sin a 
a 



tandis que a converge vers zéro, so présentent sous les formes indé- 
terminées JJ, i**; et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes 
que l’on peut calculer comme il suit. 

On a évidemment, pour de très petites valeurs numériques de a, 


si ii a sin a sin a 
sin a ' 7 . lanjra 


Par conséquent le rapport — toujours compris entre le s deux quan- 
tités sina =-* i et sma - cos a, dont la première sert de limite à la 
sina lan^a 1 

seconde, aura lui-mème l’unité pour limite. 

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge Pexpres- 

i 

sion (r-f-a) a , tandis que a s’approche indéfiniment de zéro. Si l’on 

suppose d’abord la quantité a positive et de la forme m désignant 

un nombre entier variable et suse(‘[)tihle d'un accroissement indéfini, 
on aura 



Comme, dans le second membre de cette dernière formule, les termes 
qui renferment la quantité m sont tous positifs et croissent en valeurs 
et en nombre en même temps que cette quantité, il est clair que Pcx- 
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pression croîtra elle-même avec le nombre entier m, en 

demeurant toujours comprise entre les deux sommes 


I + - ~ '2 

I 

et 

r i i i 0 

l H h - 4 1 ~b • • . I -f- I ~h I ™ 3 ; 

I 2 2 . 2 2 . 2 . 2 


donc elle s’approchera indéfiniment, pour des valeurs croissantes de 
m 9 d’une certaine limite comprise entre 2 et 3 . Cette limite est un 
nombre qui joue un grand rôle dans le Calcul infinitésimal, et qu’on 
est convenu de désigner par la lettre e. Si l’on prend m = 10000, on 
trouvera pour valeur approchée de e 9 en faisant usage des Tables de 
1 0 ga r i t h m e s d é c i m a u x , 


/ 10001 
\ 1 0000 


10000 

n 2,7188. 


Cotte valeur approchée est exacte à ro ‘ oT( prés, ainsi que nous le ver- 
rons plus tard. 

Supposons maintenant que a, toujours positif, ne soit plus de la 
forme Désignons dans cette hypothèse par m et n — m 4- 1 les 

deux nombres entiers immédiatement inférieur et supérieur à en 
sorte qu’on ait 

— — = ni H- u " n — v , 
a 


u. et v étant des nombres compris entre zéro et l’unité. L’cxpres- 
1 

sion ( 1 r a)* sera évidemment renfermée entre les deux suivantes 



et, comme, pour des valeurs de a décroissantes à l’infini ou, ce qui 
revient au môme, pour des valeurs toujours croissantes de m et de n. 


les deux quantités 


X H 

m 


I -t- 


^ convergent l’une et l’autre 
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vers la limite e, tandis que i -t- i — ~ s’approchent indéfiniment 
de la limite i, il en résulte que chacune des expressions 



et par suite l’expression intermédiaire (i a Y* convergeront encore 
vers la limite e. 

Supposons enfin que a devienne une quantité négative. Si l’on fait 
dans cette hypothèse 

I 

1 -i- % 0 > 

i ■+- 


$ sera uni' quantité positive (|iii convergera elle-même vers zéro, et 
l’on trouvera 

■*? r 

ï) ? ' [ M i • ) : 


« * ♦ f» 

(K h a ) a ( 1 


puis, on passant aux limites, 


lim ( i - y. ) a - e 1,n,(l ■ ^ r. 


Lorsque les valeurs numériques successives (Lune même variable 
décroissent indéfiniment do manière à s’abaisser au-dessous de tou I 
nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un infiniment 
petit ou une quantité infiniment petile. Lue variable de celle espèce 
a zéro pour limite. Telle est la variable a dans les calculs qui pré- 
codent . 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 
(•missent de plus en plus, de manière à s’élever au-dessus de tou I 
nombre donné, on dit que celle variable a pour limite l’infini positif* 
indiqué par le signe oo, s’il s’agit d’une variable positive; et l’infini 
négatif indiqué par la notation ce, s’il s’agit d’une variable néga- 
tive. Tel est le nombre variable ni que nous avons employé ci-dessus. 
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DEUXIÈME LEÇON. 


DES FONCTIONS CONTINUES ET DISCONTINUES. REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE 
DES FONCTIONS CONTINUES. 


Lorsque dos quantités variables sont tellement liées entre elles 
que, la valeur de Tune d’elles étant donnée, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on conçoit d’ordinaire ces diverses 
quantités exprimées ail moyen de l’une d’entre elles, qui prend alors 
le nom de variable indépendante ; et les autres quantités, exprimées 
au moyen de la variable indépendante, sont eequ’on appelle des fonc- 
tions de cette variable. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre (‘Iles 
que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en con- 
clure * celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités 
exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 
le nom de. variables indépendantes ; et les quantités restantes, expri- 
mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces mêmes variables. Les diverses expressions que 
fournissent l’Algèbre et la Trigonométrie, lorsqu’elles renferment des 
variables considérées comme indépendantes, sont autant de fonctions 
de ces variables. Ainsi, par exemple, 

L.r, sin.r, 

sont des fonctions de la variable x; 

æ y, xï, xyz , . . . 

des fonctions des variables x et y ou x, y et z 9 etc. 

OEuvrcsdc C. — S. Il, t. IV. 


3 
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Lorsque des fonctions d’une ou plusieurs variables se trouvent, 
comme dans les exemples précédents, immédiatement exprimées au 
moyen de ces mêmes variables, elles sont nommées fonctions expli- 
cites. Mais, lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonctions 
et les variables, c’est-à-dire les équations auxquelles ces quantités 
doivent satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues algé- 
briquement, les fonctions n’étant pas exprimées immédiatement au 
moyen des variables sont appelées fonctions implicites. Pour les rendre 
explicites, il suflît de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui 
les déterminent. Par exemple, y étant une fonction implicite de x 
déterminée par l’équation 

U.v r, 

si l’on nomme A la base du système de logarithmes que l’on consi- 
dère, la même fonction, devenue explicite par la résolution de l’équa- 
tion donnée, sera 

y = A J . 

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une seule variable# 
ou de plusieurs variables x, y, sans déterminer la nature de cette 

fonction, on emploie l’une des notations 

/(•r), F(.r), ?(■*')> xO), <M#)» w(.r), .... 

/(•*, y, F(.e, 9 ( A’ • * • )* .... 

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caractéristique A pour indi- 
quer les accroissements simultanés de deux variables qui dépendent 
l’une de l’autre. Cela posé, si la variable y est exprimée en fonction 
de la variable x par l’équation 

(>) y=f(*)> 

Ay, ou l’accroissement de y correspondant à l’accroissement Ax de la 
variable x, sera déterminé par la formule 


( 2 ) 


y ■+- Ay =f(x + A.r ). 
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Plus généralement, si l’on suppose 

(3) u y) ~ o, 
on aura 

(4) V(x+Ax, j - 4 - \y) — o. 

Il est bon d’observer que, des équations (i) et ( 2 ) réunies, on conclut 

(5) \y = + Ax) — f(x). 

Soient maintenant h et i deux quantités distinctes, la première finie, 
la seconde infiniment petite, et a = j le rapport infiniment petit de 

ces deux quantités. Si l’on attribue à Ax la valeur finie h, la valeur 
de Ay, donnée par l’équation (5), deviendra ce qu’on appelle la diffé- 
rence finie de la fonction f(x), et sera ordinairement une quantité 
finie. Si, au contraire, l’on attribue à Ax une valeur infiniment petite, 
si l’on fait par exemple 

Xx ~ i rz a//, 

la valeur de Ay, savoir 

f{æ -+- i) —f(x) ou f ( x H- a /< ) — /( x ), 

sera ordinairement une quantité infiniment petite. C’est ce que l’on 
vérifiera aisément à l’égard des fonctions 


A-*', sinar, e.osx, 

auxquelles correspondent les différences 


k x+i — A * = ( A' — 1 ) \ x , 


sin (x -4- i) — si 11 x — 
COs(x -+- i) — cosx = — 


1 

2 SUl - cos 

2 



1 



dont chacune renferme un facteur A' — 1 ou sin ^ qui converge indé- 
finiment avec i vers la limite zéro. 

Lorsque, la fonction f(x) admettant une valeur unique et finie 
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pour toutes les valeurs de x comprises entre deux limites données, 
la différence 

f{x i) — f(x) 

est toujours entre ces limites une quantité infiniment petite, on dit 
que /(x) est fonction continue de la variable x entre les limites dont 
il s’agit. 

On dit encore que la fonction f(x) est, dans le voisinage d’une 
valeur particulière attribuée à la variable x, fonction continue de 
cette variable toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites, 
même très rapprochées, qui renferment la valeur en question. 

Enfin, lorsqu’une fonction cesse d’être continue dans le voisinage 
d’une valeur particulière de la variable x, on dit qu’elle devient alors 
discontinue, et qu’il y a pour celle valeur particulière solution de con- 
tinuité. Ainsi, par exemple, il y a solution de continuité dans la fonc- 
tion pour x — o ; dans la fonction tang.r, pour x — dz — — — > 

/- étant un nombre entier quelconque; etc. 

D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles 
limites une fonction donnée de la variable x est continue par rapport 
à cette variable. ( Voir, pour de plus amples développements, le Cha- 
pitre 11 de la l ,e Partie du Cours d' Analyse, publié en 1 8 a i ) (■). 

Concevons à présent que l’on construise la courbe qui a pour équa- 
tion en coordonnées rectangulaires y = f(x). Si la fonction f(x) est 
continue entre les limites x — .r,,, x — X, à chaque abscisse x com- 
prise entre ces limites correspondra une seule ordonnée; et de plus, 
x venant à croître d’une quantité infiniment petite A x, y croîtra d’une 
quantité infiniment petite \y. Par suite, à deux abscisses très rappro- 
chées x, x 4 - Ix, correspondront deux points très rapprochés l’un de 
l’autre, puisque leur distance \Ax--hAy’- sera elle-même une quan- 
tité infiniment petite. Ces conditions ne peuvent être satisfaites qu’au- 
tant que les différents points forment une ligne continue entre les 
limites x ~ x n , x — X. 


( 1 ) OE uvres de Cauchy, S. II, T. III. 



CALCUL DIFFÉRENTIEL. 21 

Exemples . — Construire les courbes représentées par les équations 

y = y --- ~r„v y ~ y - , y -- s»* •*% 

dans lesquelles A désigne une constante positive et rn un nombre 
entier. 

Déterminer les formes générales de ces mêmes courbes. 
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TROISIÈME LEÇON. 

DÉRIVÉES DES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. 


Lorsque la fonction y — f(x) reste continue entre deux limites 
données de la variable . r , et que l’on assigne à cette variable une 
valeur comprise entre les deux limites dont il s’agit, un accroisse- 
ment infiniment petit, attribué à la variable, produit un accrois- 
sement infiniment petit de la fonction elle-même. Par conséquent, 
si l’on pose alors Ax — i, les deux termes du rapport aux différences 

, . Ay _ f{x -4- i) — f{x ) 

{) A.r i 


seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux 
termes s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite 
zéro, le rapport lui-même pourra converger vers une autre limite, 
soit positive , soit négative. Cette limite, lorsqu’elle existe, a une 
valeur déterminée pour chaque valeur particulière de x; mais elle 
varie avec x. Ainsi, par exemple, si l’on prend f(x) = x"‘, m dési- 
gnant un nombre entier, le rapport entre les différences infiniment 
petites sera 


(,r -h i ) m — x n 


m ( m — i ) 


2 1 -h ... H- l" 


et il aura pour limite la quantité mx"‘~', c’est-à-dire une nouvelle 
fonction de la variable x. Il en sera de même en général; seule- 
ment la forme de la fonction nouvelle qui servira de limite au rap- 
port f —~ — - y — ^ dépendra de la forme de la fonction proposée 
y = f(x). Pour indiquer cette dépendance, on donne à la nouvelle 
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fonction le nom de fonction dérivée, et on la désigne, à l’aide d’un 
accent, par la notation 

y' ou f(,v). 


Dans la recherche des dérivées des fonctions d’une seule variable x, 
il est utile de distinguer les fonctions que l’on nomme simples, et que 
l’on considère comme résultant d’une seule opération effectuée sur 
cette variable, d’avec les fonctions que l’on construit à l’aide de plu- 
sieurs opérations et que l’on nomme composées. Les ('onctions simples 
que produisent les opérations de l’Algèbre et de la Trigonométrie 
(voir la I ,c Partie du Cours d’ Analyse, Chap. 1) peuvent être réduites 
aux suivantes 

a t- x, a — x, ax, , x n . A*, L.r, 
s 'in x, cos j?, arc si nu 1 , are eos.r, 


A désignant un nombre constant, a — d_ A une quantité constante, et 
la lettre L indiquant un logarithme pris dans le système dont la base 
est A. Si l’on prend une de ces fonctions simples poury, il sera facile 
en général d’obtenir la fonction dérivée /. On trouvera, par exemple, 
pour y — a x, 

A v ___ ( a -y ./• -i- i) — (a -I- r) 

A * i ’ 

pou r y ~ ci — x, 

A Y ___ ( a — x — i ) — ( a - - x ) _ , _ __ 

A~t: ~ i _ ’ J ~ 


pour y — ax. 


A y ___ a ( x -+- i) — a x 

Ax ' i 


pour y = y 

a a 

A y _ x -h i x a 

Ax~~ i x(x -+•- <)’ 


a; 


y 1 — 


a 
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pour y — sina?, 

fa — — ÿ- cos(Æ 4-{0, y — cosa? = sinCr +• - j; 

pour / = cosa?, 

A y sinii ..... , . / 7 r\ 

fa — 17- sin(x -h %i), y —— sidæ 1 — coslx + -)• 


Dp plus, en posant /' = a x, A‘ — 1 4- (3 et (1 -t- a)" = 
vera, pour y — L x, 

Jl 

Av _ L(.r - f- <) — L.r Lf 1 -t- «) __ L(i h- «)“ 

Âjc i ixx æ 


i -h y, on trou- 


y 


Le. 

7 ; 


pour / = A 3 ", 


A y A* 4 -'— A* A '— 1 A x , A* 

__ = 7 — A — J ’ ~ Le’ 

L(. + (3)P 

pour / = æ", 

1 

Av (.r -+- 1)* — (! + «)«— 1 L(i-f-a)* 

25 = - — 7 ^ a * a “ = — - 2 r / = «*' 

L(n-y)r 


1 


Dans ces dernières formules, la lettre e désigne le nombre 2,718... 

£ 

qui sert de limite à l’expression (1 -+-a)“. Si l’on prend ce nombre 
pour base d’un système de logarithmes, on obtiendra les logarithmes 
népériens ou hyperboliques , que nous indiquerons toujours à l’aide de 
la lettre 1 . Cela posé, on aura évidemment 


1 e — 1 , 


Le 


Le I e 
LA ” IA 


I A ’ 


et de plus on trouvera, pour / = la?, 


/ = 


1 


X ’ 


pour / = c x , 


y'—e x . 
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Les diverses formules qui précèdent étant établies seulement pour les 
valeurs de x auxquelles correspondent des valeurs réelles de y, on 
doit supposer x positive dans celles de ces formules qui se rapportent 
aux fonctions Lx, la?, et même à la fonction x ", lorsque a désigne une 
fraction de dénominateur pair ou un nombre irrationnel. 

Soit maintenant z une seconde fonction de x, liée à la première 
y — /(x) par la formule 

(a) 5 = F( /). 

z ou F f f(x)\ sera ce qu’on appelle une fonction de fonction de la 
variable x; et, si l’on désigne par Aa\ Av, A- les accroissements 
infiniment petits et simultanés des trois variables x, y, z, on trou- 
vera 

A s _ F (y -+• Av) — F( y) F (y •+• Av) — F( y ) A y 

Ajt ” A./’ ’ Av Ax ’ 

puis, en passant aux limites, 

(3) 3 '= r'F'(y )=/'(*) F'[/(x)]. 

Par exemple, si l’on fait s = ay et y ~~ \x, on aura 


a 

æ 


A l’aide de la formule (3), on déterminera facilement les dérivées des 
fonctions simples A r , x", arc sin.r. arceosa? en supposant connues 
celles des fonctions Lx, sin.r, eosa?. On trouvera, en effet, pour 
v =--= A- T , 

L y — x, y' — -r i , y' = — - - A* IA; 

y la tf 

pour y = ocf\ 


1 y m a \æ, 

pour y — arc sina% 




sinj = ar, y'cosy = i, 

OEuvres de C. — S. II, t. IV. 


y 


cos/ 
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pour y =. arccoso?, 

cos y = .r , y' x ( — si n y ) = i , ÿ= -, — = --- • 

De plus, les dérivées des fonctions composées 


A v , *>', 


JT 


étant respectivement, en vertu de la formule (3), 


y An A, yer, 


les dérivées des suivantes 

A n \ e' x , séc.r: 

deviendront 


CO S .T 


A nr B* 1 A IB, 


sin r 
cos 2 .r 


cosoe.r — 7 - 

sin x 


cos.r 


sur .r 


Nous remarquerons, en finissant, que les dérivées des fonctions 
composées se déterminent quelquefois aussi facilement que celles 
des fonctions simples. Ainsi, par exemple, on trouve, pour 


y -- tang.r 


sm.r 


eos# 


Aj 

À.ï 


/ _ i T sin(.r-w) sin x 1 __ sin i 

r : i I cos(.r *f i) cos.r J / cos.r cos (.r -h /)’ 


pour y ~ col 07 


cos.r 

sin.r 


A y i T cosf.r 4- i) cos.r 
Â.r i [_sin(j?-hO sin x 


si n 1 


i sin x sin (x i) 

et l’on en conclut, pour y arc tango?, 

y 


tan g/ — x % 
pour y = arc cota;, 

col y xz x, 


cos 2 j 




sin % y 


^ co s 2 .r 5 


1 

si n 2 .r ; 


y' — cos ' 2 r 


si ri 2 y 


1 -r -r* 


1 4- 
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QUATRIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. 


Soient toujours y — f(x) une fonction de la variable indépen- 
dante .r; i une quantité infiniment petite, et h une quantité finie. 
Si l’on pose /' — a/*, a sera encore une quantité infiniment petite, 
et l’on aura identiquement 

/(.r-t-j) f(x) _ /(£_+_*/' ) --/(£_) 

i a h 

d’où l’on conclura 

( i ) «*• ) : / (£ ) . A£±i}_ -/(■*■) h 

a " i 

La limite vers laquelle converge le premier membre de l’équation (i), 
tandis que la variable a s’approche indéfiniment de zéro, la quan- 
tité h demeurant constante, est ce qu’on appelle la différentielle de la 
fonction v f ff ). On indique cette différentielle par la caractéris- 
tique d, ainsi qu’il suit : 

<ly ou df(j'). 

Il est facile d’obtenir sa valeur lorsqu’on connaît celle de la fonction 
dérivée y ou/Y-r). En effet, en prenant les limites des deux membres 
de l’équation (i), on trouvera généralement 

('0 d /(.r ) - h f\æ). 

Dans le cas particulier où f(x) — .r, l’équation (>.) se réduit à 

(3) dx h. 



28 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL. 

Ainsi la différentielle de la variable indépendante x n’est autre chose 
que la constante finie h. Cela posé, l’équation ( 2 ) deviendra 


(l) 

ou, ce qui revient au même, 

(5) dv y' dx. 

11 résulte de ces dernières que la dérivée y ~f\x) d’une fonction 

quelconque y = f(x) est précisément égale à 'jj-, c’est-à-dire au 

rapport entre la différentielle de la fonction et celle de la variable 
ou, si l’on veut, au coefficient par lequel il faut multiplier la seconde 
différentielle pour obtenir la première. C’est pour cette raison qu’on 
donne quelquefois à la fonction dérivée le nom de coefficient diffe- 
rent ici. 

Différent ier une fonction, c’est trouver sa différentielle. L’opération 
par laquelle 011 différentic s’appelle différentiation. 

En vertu de la formule (4), on obtiendra immédiatement les d if- 


férentielles des fonctions dont on aura calculé les dérivées. Si l'on 
applique d’abord cette formule aux fonctions simples, on trouvera 

d ( a v ) dx, d (a - - x 

) dx, d ( a x ) : . a dx. 

, a dx 

d _ — a 0 , 

x ./•- 

dx a z ax' 1 1 dx ; 

d\* : V 1 A dx. 

de x ~~ r x dx ; 

d L x . Le — , 

X 

. dx 

d l.rr; ; 

X 

d si n x z coscr dx 

-- sin Çr -4- ^ j dx. 

d cos i-n — si 11 x dx 

■— cos ^x -h j dx ; 

, . dx 

d arc sin x — ... . - ? 

y 1 x- 

, dx 

d arc cos x _ — . 

V 1 — .4 2 
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On établira de même les équations 


d langer 

dx 

~ cos 2 .r’ 

dx 

d cot.r ” — 

dx 

sin 2 a?’ 

dx 

d arc tang.r 

~~ I H- x - ’ 

d arc colx = — 

I - 4 - X i ’ 

d sécr 

si n x dx 

^/coséc^ ~ — 

cos.r dx 

~ "cosTïT ’ 

sin-\c 


Ces diverses équations, ainsi que celles auxquelles nous sommes 
parvenus dans la Leçon précédente, ne doivent être considérées jus- 
qu’à présent comme démontrées que pour les valeurs de x auxquelles 
correspondent des valeurs réelles des fonctions dont on cherche les 
dérivées. 

En conséquence, parmi les fonctions simples, celles dont les diffé- 
rentielles peuvent être censées connues pour des valeurs réelles quel- 
conques de la variable x sont les suivantes 

<t . , 

a -■ r, a — x, ax, , A r , e x , sin x, cos.r, 

,/* 

et la fonction x", lorsque la valeur numérique de a se réduit à un 
nombre entier ou à une fraction de dénominateur impair. Mais on 
doit supposer la variable x renfermée entre les deux limites — i. 
-t-r, dans les différentielles trouvées des fonctions simples arc sin a*, 
arc. ros.r et entre les limites o, oc, dans les différentielles des fonc- 
tions La;, \x, et même dans celle de la fonction x", toutes les fois que 
la valeur numérique de a devient une fraction de dénominateur pair 
ou un nombre irrationnel. 

Il est encore essentiel d’observer que, conformément aux conven- 
tions établies dans la I"' Partie du Cours d’ Analyse, nous faisons usage 
de l’une des notations 

arc sin.r, arc cos.r, arc tang.r, arccot.r, arc séc*r, arc coséc.r, 

pour représenter, non pas un quelconque des arcs dont une certaine 
ligne trigonoinétrique est égale à x, mais celui d’entre eux qui a la 
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plus petite valeur numérique ou, si ces arcs sont deux à deux égaux 
et de signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive; en 
conséquence, arcsin.r, arc tanga?, arc cota;, arc coséca? sont des arcs 

compris entre les limites — 4- et arc cos x, arc séca? des arcs 

compris entre les limites o et it. 

Lorsqu’on suppose y = f(x) et Ax = i — a h, l’équation (i), dont 
le second membre a pour limite dy , peut être présentée sous la forme 

Av , o 


$ désignant une quantité infiniment petite, et l'on en conclut 

( (i) Av — a ( dy - 4 - (3 ). 

Soit z une seconde fonction de la variable x. On aura de même 

* 

A z x((fz H- y), 

Y désignant encore une quantité infiniment petite. On trouvera par 
suite 

As dz y 
Ar = 

puis, en passant aux limites. 


<7) 


1 i m 


A y 


dz 

dy 


z' dr 

YdTv 


Ainsi, le rapport entre les différences infiniment petites de deux fonctions 
de la variable æ a pour limite le rapport de leurs différentielles ou de leurs 
dérivées . 


Supposons maintenant les fonctions y et £ liées par l’équation 
(8) ~ = FO'). 

On en conclura 

A 3 _ F (y 4- Av) — F (y) 
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puis, en passant aux limites et ayant égard à la formule ( 7 ), 


(9) 


dz 


A y ~ y' 
V{y)<ly, 


F '(.K), 

z' — y ¥'{y). 


La seconde des équations (<>) coïncide avec l’équation (3) de la Leçon 
précédente. De plus, si l’on écrit dans la première F(y) au lieu de 5, 
on obtiendra la suivante 


(10) 


d F ( y ) — -F '{.Y)dy, 


qui est semblable pour la forme à l’équation ( 4 ), et qui sert à difïé- 
renlier une fonction de y, lors même que y n’est pas la variable indé- 


pendante. 



Exemples : 



d(ci -h y ) -- dy. 

d(— .Y) - ~ — dy. 

d(a y ) a dy y de) c- Y dy y 

/i dy 

d 1 y — - * 

y 

d\y- : l- d * 

y" y 

. .... 

d(aX m ) 

a dx m - - niax m 1 dx , 

de c * i - e c * de x : r e° x e x dx y 


, , . d s 1 n x co s x dx dx 

d 1 sm x — — — . - ~_r , 

sm.r si 11 x tang./ 


d I tang.r 


dx 

siiK/- co s. v 


La première de ces formules prouve que V addition d' une constante 
à une fonction n en altère pas la différentielle ni , par conséquent , la 
dérivée. 
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CINQUIÈME LEÇON. 

I.A DIFFÉRENTIELLE DE LA SOMME DE PLUSIEURS FONCTIONS EST LA SOMME DE LEURS 
DIFFÉRENTIELLES. CONSÉQUENCES DE CE PRINCIPE. DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 
IMAGINAIRES. 


Dans les Leçons précédentes, nous avons montré comment l'on 
forme les dérivées et les différentielles des fonctions d’une seule 
variable. Nous allons ajouter aux recherches que nous avons faites 
à ce sujet de nouveaux développements. 

Soient toujours x la variable indépendante et Ax — a/t — a dx 
un accroissement infiniment petit attribué à cette variable. Si l’on 
désigne par s, u, e, u\ ... plusieurs fonctions de x, et par As, Au, 
Ac, A»’, ... les accroissements simultanés qu’elles reçoivent, tandis 
que l’on fait croître x de Ax, les différentielles ds, du, di\ dw, ... 
seront, d’après leurs définitions mêmes, respectivement égales aux 
limites des rapports 

A s A u Ar Air 

y a y. a 

Cela posé, concevons d’abord que la fonction s soit la somme de 
toutes les autres, en sorte qu’on ait 

( i ) s u -4- C -4" W 4- . . . . 

On trouvera successivement 

A s =r Am 4- Au 4- Air 4- . . . , 

A.ç A u Ar Air 

- 4- 4- 4— . . . y 

a y y y 

puis, en passant aux limites, 

(2) 


ds — du 4- dv 4- dw -h . . . . 
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Lorsqu’on divise par dx les deux membres de cette dernière équation, 
elle devient 

( 3 ) s' ~ u' -t- (>' -+- «>' -y- ■ ■ . . 

De la formulera) ou (3) comparée à l’équation (i), il résulte que la 
différentielle ou la dérivée de la somme de plusieurs fonctions est la somme 
de leurs différentielles ou de leurs dérivées. De ce principe découlent, 
comme. on va le voir, de nombreuses conséquences. 

Premièrement, si l’on désigne par m un nombre entier, et para, h, 
>' p, q, rdc s quantités constantes, on trouvera 

/ d(u - f- r ) du -r dv, 

( 4 ) ‘ d ( U -- V) du — d\' f 

[ d(au 4 - bv) r a du -f- b de; 

( 5 ) d( au -f- be -}~ a v --h a du 4- b de -h c dsv 4- ... ; 

( d ( aæ m -t- b.r m ~ 1 -h cx m ~ a 4- . . . 4- p.r- 4 - (jx 4- /’ ) 

(ti) \ 

f [max tn 1 -4 ( ni --- 1 ) bx m - 4- ( /w — ‘.\)cx ,n ~ s ~r . . . - • 2 p x 4- 7 ] r/.r. 

be polynôme -f- bx m y 4 - 4 - ... -h jjj? 2 -f- r/,r 4 - t\ dont tous 

les tonnes sont proportionnels à des puissances entières de la va- 
riable r, est eo qu’on nomme une fonction entière de cette variable. 
Si on le désigne par s, on aura, en vertu de l’équation ((>), 

.v' rnax w ~ l 4- ( ni 1 ) bx m - ( m — 2 ) ex ” 1 “ 3 -4- . . . 4- 2 p x 4- 7. 

Donc, obtenir la dérivée d* une fonction entière de x , // .vq//// é/r 

multiplier chaque terme par r exposant de la variable et de diminuer 
chaque exposant d une unité. 11 est aisé de voir que cette proposition 
subsiste dans le cas où la variable devient imaginaire. 

Soit maintenant 

(7) V ™ UiHX’. . . . 

Comme on aura, en supposant les fonctions u, v, «■, ... toutes posi- 
tives, 

I s — : 1 II h- | r -4- 1 


( 8 ) 


Off livres de C. — S. H, t. IV. 
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et, dans tous les cas possibles. 


s' 1 — U- c- 


\\s*~ 'j l K- -+• i- 1 C s -+- i 1 U* 2 


l’application du principe énoncé à la formule (8) ou à la formule ( 9) 
fournira l’équalmn 

(h du dv dx 


$ U V II’ 


de laquelle on conclura 


( (/(llfiv. . .) Ifiw. + ~~ 4- r/ - + 


u v <v 


eu\ . . du f/iu. . . dv h uv . . . d\v 


Exemples : 


d(uv) U dv -h v du , d(uvw) ~ vu du -i- u\\' dv 4- eerAi 


j’ 1 ./• ( i +- 1 ,r ) <7.r , d ( jr a 




Soit encore 


En (lifîércntiant l.v ou l.v-, on trouvera 


ds du dv u f du dv 

S U v t’ V u V 


et, par suite, 


, u v du u dv 


On arriverait au meme résultat, en observant que la différentielle 
de " est équivalente a 


. ( i \ i . du u dv 

d U - ) - du -h- U d - . -~ 

\ vl v v v r- 
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Exemples : 


, sino? cos# d sin^r- — sin# d cos.r dv 

cos 2 V 


r. — 

ii — 

cos# 

co s - v 



d col v - 

dx 

si n-./- ’ 


d a - 

V 

a dv 

v 2 

p(ix 

d— 

V 

f*ax / 
-{ a ~ 

rfb 

a. 

r; __ i — \v 
v~ 

d- b -^ 
a -v v 

— b d.r 

( « ■+* J’)’ 


Si les fonctions u> e se réduisent à des fonctions entières, h* rap- 
port ~ deviendra ce qu’on nomme une fraction rationnelle. On déter- 
minera facilement sa différentielle a l’aide des formules ((3) et (i4)* 
Après avoir formé les différentielles du produit imv... et du quo- 
tient on obtiendra sans peine celles de plusieurs autres expres- 

i 

sinus telles que u% u \ f/‘\ En effet, on trouvera pour s ~~ u'\ 


I v v I //, 

i 

pour s u " , 


lv- 1 Ut, 
e 


ds 



I u dv , 


ds vu*’ 1 du -H u v I u dv; 


ds du dv . - — 'du ■■ dv 

— r— j u ..... , ds X — — u I//—-; 

.V UV V' v v- 


pour s -- u'’"\ 

I s v w \u 9 


ds u v * 


du 

u 


— I u dv ! I u 1 e dw ) ; 

) 


Exemples : 

- i | r J 

dv x v x ( i 1 æ ) dv, dv * ~7i — ^ v * dv, dv 1 ' - .... 

Nous terminerons cette Leçon en recherchant la différentielle d’une 
fonction imaginaire. On nomme ainsi toute expression qui peut être 
ramenée à la forme // -f- e y / -- i , u et c désignant deux fonctions 
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réelles. Cela posé, si l’on appelle limite d’une expression imaginaire 
variable ce que devient cette expression quand on y remplace la partie 
réelle et le coefficient de — i par leurs limites respectives, et si, de 
plus, on étend aux fonctions imaginaires les définitions que nous 
avons données pour les différences, les différentielles et les dérivées 
des fonctions réelles, on reconnaîtra que l’équation 

s zz u ~f- v y/ — i 

entraîne les suivantes : 


As Au -f- Av y/ — i, 


As Au Av J- - As Au 

A jl' Ajj A.r ^ 1 * a a 


S ' //' -f- V 1 \J -- I , ds z:_: dll -j- dv - I . 




On aura, en conséquence, 

( 1 5 ) (/{ u -H v y — « ) du -h dv i . 

La forme de cette dernière équation est semblable à celle des équa- 
tions ( / i). 

Si l’on suppose en particulier 

s — cos.r -h y - i sin.r, 

on trouvera 



Ajoutons que les formules (4), (o), (6), (i \) et ( f /§ ) subsisteront 
lors meme qui 1 les constantes a 9 />, r, ...,/>, <y, r ou les fond ions //, e, 
. . . comprises dans ces formules deviendront imaginaires. 
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SIXIÈME LEÇON. 

USAGE DES DIFFÉRENTIELLES ET DES FONCTIONS DÉRIVÉES DANS LA SOLUTION DE PLUSIEURS 
PROBLÈMES. MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS 1)’UNE SEULE VARIABLE. VALEURS DES 
FRACTIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS LA FORME 


Après avoir appris à former les dérivées et les différentielles* des 
fonctions d’une seule variable, nous allons indiquer l’usage qu’on 
peut en faire pour la solution de plusieurs problèmes. 

Problème 1. — La fonction y ~/( j*) étant supposée continue par rap- 
port à x dans le voisin âge de la valeur particulière x x i)9 on demande 
si y à partir de cette valeur y la fonction croit ou diminue , tandis (put Von 
fait croître ou diminuer la variable elle-même. 

Solution. Soient A.r, Av les accroissements intiniment petits et 
simultanés des variables x, y. Le rapport aura pour limite ~~ — y'. 
On doit en conclure que, pour de très petites valeurs numériques de 
Ix et pour une valeur particulière x t) de la variable x, le rapport ■— 
sera positif si la valeur correspondante de y' est une quantité posi- 
tive et finie, négatif si cette valeur de y' est une quantité finie, 
mais négative. Dans le premier cas, les différences infiniment petites 
Ax\ Ay étant de même signe, la fonction y croîtra ou diminuera, à 
partir de x ~~ x {) , en même temps que la variable x. Dans le second 
cas, les différences infiniment petites étant de signes contraires, la 
fonction y croîtra si la variable a? diminue, et décroîtra si la variable 
augmente. 

Ces principes étant admis, concevons que la fonction y~f(x) 
demeure continue entre deux limites données x ----- x ()9 x -- X. Si l’on 
fait croître la variable x par degrés insensibles depuis la première 
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limite jusqu’il la seconde, la fonction y ira en croissant toutes les fois 
que sa dérivée étant finie aura une valeur positive, et en décroissant, 
toutes les fois que cette meme dérivée obtiendra une valeur négative. 
Donc la fonction y ne pourra cesser de croître pour diminuer ou de 
diminuer pour croître qu’autant que la dérivée y' passera du positif 
au négatif ou réciproquement. Il est essentiel d’observer que, dans ce 
passage, la fonction dérivée deviendra nulle si elle ne cesse pas d’être 
continue. 

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f(x) surpasse toutes 
les valeurs voisines, c’est-à-dire toutes celles qu’on obtiendrait en 
faisant varier x en plus ou en moins d’une quantité très petite, cette 
valeur particulière de la fonction est ce qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f(x) est inférieure à 
toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de minimum. 

Cela posé, il est clair que, si les deux fonctions f(x), f‘ (x) sont 
continues dans le voisinage d’une valeur donnée de la variable ,r. 
cette valeur ne pourra produire un maximum ou un minimum de 
/(.rj qu’en faisant évanouir /'(a:). 

ProiîIæme 11. - Trouver les niaxima et minirna (T une fouet ion de la 
seule variable x. 


Solution. — Soit /( x) la fonction proposée. On cherchera d’abord 
les valeurs do j?, par lesquelles la fonction /{x) cesse d’être continue. 
A chacune de ces valeurs, s’il en existe, correspondra une valeur de 
la fonction elle-même qui sera ordinairement ou une quantité infinie, 
ou un maximum ou un minimum. 

On cherchera, en second lieu, les racines de l’équation 

(i) /'(*•) <> 


avec les valeurs de x qui rendent la fonction /'(x) discontinue, et 
parmi lesquelles on doit placer au premier rang celles que l’on déduit 
de la formule 


On 


/'(*■) -- — x 


/V) 


ou 


O. 
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Soit x = x n une de ces racines ou une de ces valeurs. La valeur cor- 
respondante de f(x), savoir f{x n ), sera un maximum si, dans le voi- 
sinage de x — x n , la fonction dérivée f'(x). est positive pour x<^x„ 
et négative pour x^>x 0 . Au contraire, /(a-,,) sera un minimum si la 
fonction dérivée /'(.r) est négative pour x<^x n et positive pour 
.r>.‘r 0 . Enfin, si, dans le voisinage de x — x 0 , la fonction dérivée 
f'(x) était ou constamment positive ou négative, la quantité f(x u ) 
ne serait plus ni un maximum ni un mi ni mum. 

I I 

Exemples. — Les deux fonctions x'-, qui deviennent discon- 
tinues en passant du réel à l’imaginaire, tandis que la variable x 
diminue en passant par zéro, obtiennent, pour x — o, une valeur 
nulle, laquelle représente un minimum de la première fonction et un 
maximum de la seconde. 

Les deux fonctions x-, x\ dont les dérivées passent du positif au 
négatif en se réduisant à zéro ou à l’infini pour une valeur nulle de r, 
ont l’une et l’autre zéro pour valeur minimum. Quant aux deux tour- 

I 

lions x'\ x\ dont les dérivées deviennent encore milles ou infinies 
pour x o, mais restent positives pour toute autre valeur de x % elles 
n'admettent ni maximum ni minimum. 


La fonction x 1 ~\~px h- y, dont la dérivée est 2x - 4 - />, obtient, pour 
x —z ~p, la valeur minimum q - - \p'\ ce qu’on vérifie aisément ou 
mettant la fonction donnée sous la forme (x -4- \p)' - f- y — \p 2 . 

La fonction dont la dérivée est -- ( j ' e ~ ) » obtient, pour 

x Le, quand A surpasse Limité, la valeur minimum y — 

La fonction dont la dérivée est ^(Le — La ), obtient, pour 


x - - e, la valeur maximum 


La fonction x a e~~ J \ dont la dérivée est x a e — r j, obtient, [mur 
x : - a , la valeur maximum a (l e a . 


Phoiîlèmk III. — Déterminer V inclinaison d'une courbe en un point 
donné . 
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Solution. — Considérons la courbe qui a pour équation en coor- 
données rectangulaires y — f{x). Dans cette courbe, la corde menée 
du point (x, y) ( ') au point (x -i- A x, y -+- A y) forme, avec l’axe des x 
prolongé dans le sens des x positives, deux angles, l’un aigu, l’autre 
obtus, dont le premier mesure l’inclinaison de la corde par rapport à 
l’axe des x. Si le second point vient à se rapprocher à une distance 
infiniment petite du premier, la corde se confondra sensiblement avec 
la tangente menée à la courbe- par ce premier point, et l’inclinaison 
de la corde, par rapport à l’axe des x, deviendra l’inclinaison de la 
tangente ou ce qu’on nomme Y inclinaison de la courbe par rapport au 
même axe. Cela posé, comme l’inclinaison de la corde aura pour tan- 
gente trigonométrique la valeur numérique du rapport il est clair 

que l’inclinaison de la courbe aura pour tangente trigonométrique la 
valeur numérique de la limite vers laquelle ce rapport converge, c’est- 

à-dire de la fonction dérivée y' — —■ 

• a.r 

Si la valeur de y' est nulle ou infinie, la tangente à la courbe sera 
parallèle ou perpendiculaire à l’axe des x. C’est ordinairement ce qui 
arrive quand l’ordonnée y devient un maximum ou un minimum. 

Exemples : 

2 

y .z’ 2 , y .r 3 , v — :r n \ y — æ 3 , 

y ■ ■ : æ u y y À*, y zz. sin.r, .... 

PnoiiLKME IV. — On demande la véritable valeur d' une fraction dont 
les deux termes sont des fonctions de la variable x , dans le cas où Von 
attribue à cette' variable une valeur particulière y pour laquelle la fraction 
se présente sous la forme indéterminée 

Solution . - Soit s — ^ la fraction proposée, y et ^ désignant deux 
fonctions de la variable x, et supposons que la valeur particulière 

( 1 ) Nous indiquons ici les points à l’aide de leurs coordonnées renfermées entre deux 
parenthèses, ce que nous ferons toujours par la suite. Souvent aussi, nous indiquerons 
les courbes ou sjirfaces courbes par leurs équations. 



CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


41 


x = x 0 réduise cette fraction à la forme £, c’est-à-dire qu’elle fasse 
évanouir j' et s. Si l’on représente par \x, A y, As les accroissements 
infiniment petits et simultanés des trois variables x, y, s, on aura, 
pour une valeur quelconque de x. 



lim 


s + As 

y 


et, pour la valeur particulière x — x 0 , 


( 3 ) 



dz z' 

(iy y' ' 


Ainsi la valeur cherchée de la fraction s ou ~ coïncidera générale- 
ment avec celle du rapport ou — , • 

Exemples. — On aura, pour a? — o. 


s in. a? cos.r 


æ i 




\ ( I H- :r ) _ _ 1 
./■ ~~ I -4" x 


pour x — i , 

l.r 

x — i 



X — I 1 ! 

x n — i tix ft ~~ l n' 


Œuvres de C. — S. Il, t. IV. 
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SEPTIÈME LEÇON. 


VALEURS DE QUELQUES EXPRESSIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS LES FORMES INDÉTERMINÉES 

00 n 

— , 00°, .... RELATION QUI EXISTE ENTRE LE RAPPORT AUX DIFFÉRENCES FINIES ET 
00 

LA FONCTION DÉRIVÉE. 


Nous avons considéré dans la Leçon précédente les fonctions de la 
variable x, qui, pour une valeur particulière de la vaçiable, se pré- 
sentent sous la forme indéterminée JJ. 11 arrive souvent que cette forme 

se trouve remplacée par l’une des suivantes : ce 0 , o x =c, o°. 

Ainsi, lorsque f(x') croit indéfiniment avec x, les valeurs particulières 
des deux fonctions 


/(•r) 


I 


pour x = ac, sc présentent sous les formes indéterminées — , oo®. Ces 

mêmes valeurs peuvent, en général, être facilement calculées à l’aide 
de deux théorèmes que nous avons établis dans I ' Analyse algébrique 
(Chap. III, p. 48 et 53) ('). Mais nous nous bornerons ici à montrer 
par quelques exemples comment on peut résoudre les questions de 
cette espèce. 

A* 

Soit proposée d’abord la fonction — , A désignant un nombre supé- 
rieur à l’unité, et concevons que l’on cherche la véritable valeur de 
cette fonction pour x = ce. On observera que, pour des valeurs de x 
supérieures à j-L, la fonction dérivée étant toujours positive, la fonc- 
tion donnée sera toujours croissante avec x. D’ailleurs, si l’on repré- 


( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 54 et 58. 
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sente par m un nombre entier susceptible d’un accroissement indéfini , 
l’expression 


A"‘ 

m 


(M-À-i)* 


I I I > W I , * .A 

m + (A — ') + (A i ) 

2 * O 


aura évidemment pour limite l’infini positif. On trouvera en consé- 
quence 

À* 

(i) lim -—”oo. 


11 résulte de cette dernière formule que ï exponentielle A r , lorsque le 
nombre À surpasse V unité, finit par croître beaucoup plus rapidement que 
la variable x. 

Cherchons, en second lieu, la véritable valeur de la fonction — 

æ 

pour x — co, la base des logarithmes étant un nombre A supérieur à 
l'imité. Comme, en faisant y — Lx, on trouvera 

J j x y 

~ ~ a y 


et que la fonction ^ aura pour limite - = o, on en conclura 


(a) 


.. L.r 
uni — ~ o. 

J- 


Il en résulte que, dans un système dont la base est supérieure à V unité, 
les logarithmes des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les 
nombres eux-mêmes . 

Cherchons encore la valeur de x‘ pour a? — sc. Comme on aura évi- 
demment 


1 îil r 

œ x ~ A r , 


on en tirera 


( 3 ) 


1 i m x x = A 0 ~ i. 
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Lorsqu’on remplace, dans les formules (2) et ( 3 ), x par on en 

conclut que les fonctions x\x et x x convergent respectivement vers 
les limites o et 1, tandis que l’on fait convergera; vers la limite zéro. 

Nous allons maintenant faire connaître une relation digne de re- 
marque (') qui existe entre la dérivée /'(x) d’une fonction quel- 
conque /(x) et le rapport aux différences finies EfLL/Û — ûfl. Si 
dans ce rapport on attribue à x une valeur particulière x 0 , et si l’on 
fait, en outre, x v -4- h — X, il prendra la forme - — y — — — Cela 

A. X 0 

posé, on établira sans peine la proposition suivante : 

Théorème. — Si, la fonction f (aï) étant continue entre les limites x = , 
x X, on désigne par A la plus petite, et par B la plus grande des valeurs 
que la fonction dérivée f(x) reçoit dans cet intervalle , le rapport aux dif- 
férences finies 

U) X-- -ï 0 ~ 

sera nécessairement compris entre A et 15. 

Démonstration . — Désignons par o, i deux nombres très petits, le 
premier étant choisi de telle sorte que, pour des valeurs numériques 
de i inférieures a o, et pour une valeur quelconque de x comprise 
entre les limites x 0 , X, le rapport 

i 

reste toujours supérieur à f(x) — s et inférieur à f(x) -+~ e. Si, entre 
les limites x 0 , X, on interpose n — 1 valeurs nouvelles de la variable x , 
savoir 

il ' 1 f X J, — | , 

de manière à diviser la différence X — x 0 en éléments 

Xx X Q , X 2 X x , • • • * X X /t _ j , 


( ! ) On peut consulter sur ce sujet un Mémoire de M. Ampère, inséré dans le XIII e Cahier 
du Journal de l’Ecole Polytechnique. 
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qui, étant tous de même signe, aient des valeurs numériques infé- 
rieures k S, les fractions 


(5) 


,f(x i) — /(£ ») ; ) — / (^i ) > 

a?i— «o a?*— «i 




se trouvant comprises, la première entre les limites f'(x 0 ) — s, 
/'(*«) -+- e, la seconde entre les limites — f( x >) ■+■ £ > 

seront toutes supérieures à la quantité A — e, et inférieures à la quan- 
tité It + e. D’ailleurs, les fractions (5) avant des dénominateurs de 
même signe, si l’on divise la somme de leurs numérateurs par la 
somme de leurs dénominateurs, on obtiendra une fraction moyenne . 
c’est-à-dire comprise entre la plus petite et la plus grande de celles 
que l’on considère ( voir X Analyse algébrique, Note II, théorème Nil). 
L’expression (4), avec laquelle celte moyenne coïncide, sera donc 
elle-même renfermée entre les limites A — t, li -+- i, et, comme cette 
conclusion subsiste quelque petit que soit le nombre i, on peut affirmer 
que l’expression (4) sera comprise entre A et B. 

Corollaire. — Si la fonction dérivée f(x) est elle-même continue 
entre les limites x~--x 0 , x = X, en passant d’une limite à l’autre, 
cette fonction variera de manière à rester toujours comprise entre les 
deux valeurs A et B, et à prendre successivement toutes les valeurs 
intermédiaires. Donc alors toute quantité moyenne entre A et B sera 
une valeur de f'{ x ) correspondante à une valeur de x renfermée entre 
les limites x 0 et X = n- 0 -t- h ou, ce qui revient au même, à une valeur 
de x de la forme 

.*•„+ Oh = x ù -h 0(X — x 0 ), 

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. En appliquant cette 
remarque à l’expression (4), on en conclura qu’il existe entre les 
limites o et i une valeur de 0 propre à vérifier l’équation 


/(X) -/(*,) 
X-*„ 


=/'[*.+ 0(X-*,)] 
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ou, ce qui revient au même, la suivante : 


( 6 ) 


Z(£t±A / b=^.=/'( a! .+ eh). 


Cotte dernière formule devant subsister quelle que soit la valeur de x 
représentée par x 0 , pourvu que la fonction f(x) et sa dérivée /'(x) 
restent continues entre les valeurs extrêmes x = x 0 , x = x {) 4- A, on 
aura généralement, sous cette condition, 


(7) 


f(x 4~ h) — /( x ) 

h 


=/'(# 4 - Oh), 


puis, en écrivant \x au lieu de A, on en tirera 

( 8 ) f(x 4 - A.r) - /{x ) f f (x + 

11 est essentiel d’observer que, dans les équations ( 7 ) et ( 8 ), 0 désigne 
toujours un nombre inconnu, mais inférieur à l’unité. 

Exemples. — En appliquant la formule ( 7 ) aux fonctions x l \ 1#, on 
trouve 


( x h ) a — x a 
Ji 


a(x — Oh)*- 1 , 


\(x \ h)-- \x 1 
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HUITIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. DÉRIVÉES PARTIELLES 
ET DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 


Soit u — f(x,y, z, . . .) une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes x, y, z, .... Désignons par i une quantité infiniment 
petite, et par 

<ï(x, y,z, . . i(x, y, z, ...), ^{x, y, z, . . .), ... 

les limites vers lesquelles convergent les rapports 


/(.r h- i, y, s, . . .) — f(x,y, z, . . .) 

j 


/(•*•. y +- ô s, . 

i 


\ y i z, . . . ) 


i 



f(œ, y 9 z -h i\ . 

: •) H 

■A* 



i 




tandis que i s’approche indéfiniment de zéro; f(x, y, z, ...) sera la 
dérivée que l’on déduit de la fonction u — f(x,y, s , . . .), en y consi- 
dérant x comme seule variable ou ce qu’on nomme la dérivée partielle 
de u par rapport à x. De meme, y '(x, y, z, . . .), •]y(x,ÿ, z, . . .), ... 
seront les dérivées partielles de u par rapport aux variables y, z. 

Cela posé, concevons que l’on attribue aux variables x, y, z, ... 
des accroissements quelconques Ax, A y. As, . . . , et soit Au l’accrois- 
sement correspondant de la fonction u, en sorte qu’on ait 


(O 


Au =f{x -+- Ax, y + Ay, z Az, . . .) — /(x, y, s, ...). 
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Si l’on assigne à Ax, A iy, As , . . . des valeurs finies h, k, /,..., la valeur 
de Au, donnée par l’équation (i), deviendra ce qu’on appelle la diffé- 
rence finie de la fonction a et sera ordinairement une quantité finie. 
Si, au contraire, a désignant un rapport infiniment petit, l’on sup- 
pose 

( 2 ) Ax ~ a h 9 A y — ol A, A z ~ al y . . . , 

la valeur de A u f savoir 

/( æ 4 - a/?, / 4- a A, z ~\~ al ) — /(*, y, z, . . . ) 

sera ordinairement une quantité infiniment petite; mais alors, en 
divisant cette valeur par a, on obtiendra la fraction 

, 3 A u _ /( 4 - a h , , Y ? l L IL :) f!_l } 

^ ' a. ' a 

qui convergera, en général, vers une limite finie différente de zéro. 
Cette limite est ce qu’on nomme la différentielle totale ou simplement 
la différentielle de la fonction u. On l'indique, a l’aide de la lettre d y 
en écrivant 

du ou d f{x 9 y, z , . . .). 

Ain^i, quel que soit le nombre des variables indépendantes que ren- 
ferme la fonction u 9 sa différentielle se trouvera définie par la for- 
mule 

, i ..A u 

(\) du lim - - • 

v ’ 7 a 

Si l’on fait successivement a = x, u = y, u -- z % . . . , on conclura des 
équations ( 2 ) et (4) 

( 5 ) dx - n h, dy ~~ A, dz ~z /, .... 

Par conséquent, les différentielles des variables indépendantes x y y, 
5 , ... ne sont autre chose que les constantes finies h , k, /, — 
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On détermine facilement la différentielle totale de la fonction 

f(x,y,z, . . .), 

lorsqu’on connaît scs dérivées partielles. En effet, si dans cette fonc- 
tion on fait croître l’une après l’autre les variables x, y, z, ... de 

quantités quelconques Ax, A y, Az on tirera de la formule (8) de 

la Leçon précédente une suite d’équations de la forme 

/(x -h Ax, y,z,...) —/(x, y, z, ... ) 

= Ax <p(x 4- 0 , Ax, y, z, . . .), 

f(x 4- Ax, y 4 - Ay, z, . . .) —f(x ■+■ Ax, y, z, . . .) 

— Ay x(x ■+■ Ax, y 4- Oi A y, z, . . .), 

f{x -h Ax, y -h Ay, z -h Az, . . .) —/{ x + Ax, y -+- Ay, z, . . .) 

— Az p ( x 4 - Ax, y h- Ay, z +• 0, A z, . ..), 


0,, O.j, 0 , ... désignant des nombres inconnus, mais tous compris 
entre zéro et l’unité. En ajoutant ces mêmes équations membre à 
membre, on trouvera 

| /( x -t- Ax, y 4 - Ay, z -t- A--, . . . ) — f{x, y,z, ...) 

(<>) = Ax o ( x -h 0 , Ax, y, z, . . . ) + Ay y ( x -t- Ax, y 4- 9 t A y, z, . . . ) 

\ 4- A s q> ( x 4- Ax, y 4- Ay, z 4 - 9 : , Az, ...) -h ... . 

Si, dans cette dernière formule, dont le premier membre peut être 
remplacé par Au, on pose Ax — x A, Ay = xk, Az — al et si l’on divise 
en outre les deux membres par a, on obtiendra la suivante 

/ A u 

^ ^ \ — — = h 9 ( x 4 - 0 x at.h y y, z, . . . ) 4- k x 4 - a h , y 4- 0, a k, z, . . . ) 

! 4 - 1 ip ( **■ 4- ah, y -h ah, ; + 0,a/, 

de laquelle on conclura, en passant aux limites, puis écrivant <ir, <ly. 
(lz au lieu de h, k, l, . . . , 

( 8 ) du = 9 O, y, z, . ,.)dx -y y(x, y, z, . . ,)dy 4 - ty(x, y, z, . . .)dz 4 

OEuvres de C. — S. II, t. IV. 
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Exemples : 

* 

d(x -+- y *+“ 5 4 - . . .) = dx 4- dy 4- dz 4- . . . , d(x — y) ~dx — dy> 
d(ax - f- h y 4- c z 4 - . . . ) =r a dx 4- b dy 4 - c dz 4- . . . , 
d ( xyz . . . ) =z y z . . . dx 4- xz . . . d y 4- xy . . . dz 4- . . . , 


r/ ( x a y h . 


. . ) = r A • 





y — 

3 2 


x dy 


dx y — yx?~ l dx 4~ xy 1 x dy , 


Il est essentiel d’observer que, dans la valeur de du donnée par 
l’équation (8), le terme © (x, y, z, . . .) dx est précisément la diffé- 
rentielle qu’on obtiendrait pour la fonction 

u—J\x,y,z, ...) 

en considérant dans cette fonction x seule comme une quantité va- 
riable et j, z, ... comme des quantités constantes. C’est pour cette 
raison que le terme dont il s’agit se nomme la différentielle par- 
tielle de la fonction u par rapport à x. De même, y i x. y, ;,...) dy, 
•}(æ\ j, s, ...)dz sont les différentielles partielles de u par rapport 

ii y, par rapport à z, Si l’on indique ces différentielles partielles 

en plaçant au bas de la lettre d les variables auxquelles elles se rap- 
portent, comme on le voit ici, 

d x Uy dy U , d Z Uy 


on aura 




i 

?(x,y, z, . 

_ d x u 
■ clx' 

(9) 

< 

1 x( x < Ji = > ■ 

ïï 




rf- u 

■■ ) = -'dJ' 

et l’équation (8) pourra être présentée sous l’une ou l’autre des deux 

formes 




(ro) 

du d x 

u 4- dy u 

4~ d~ U 4- . . • < 

(il) 

» dx U j d y u 

du ~ -, — dx 4 

dx dy 

, d~ u , 

dy — j — dz 4- . . . . 

J dz 
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Pour abréger, on supprime ordinairement dans les équations (9) les 
lettres que nous avons placées au bas de la caractéristique d, et l’on 
représente simplement les dérivées partielles de u, prises relative- 
ment à x, y, z, . . . , par les notations 

du du du 
dx y dy ’ dz ’ 

Alors 2^ n’est pas le quotient de du par dx; et, pour exprimer la 

différentielle partielle de u, prise relativement à x , il faut employer 

la notation ^ dx, qui n’est point susceptible de réduction, à moins 

qu’on ne rétablisse la lettre x au bas de la caractéristique d. Lorsqu’on 
admet ces conventions, la formule (i i) se réduit à 

_ . du du du 

( 1 3 ) du --- - dx -f- dy -f- - y - dz -f- . . . . 

dx dy J dz 

Mais, comme il n’est plus permis d’effacer de cette dernière les diffé- 
rentielles dx, dy, dz, . . . , rien ne remplace la formule (10), 

Les définitions et les formules ci-dessus établies s’étendent sans dif- 
ficulté au cas où la fonction u devient imaginaire. Ainsi, par exemple, 
si l’on pose u ~ x ~b y y — J , les dérivées partielles de u et sa différen- 
tielle totale seront respectivement données par les équations 

2 J ~ 1 , 2~ V 7 1 » du dx 4- \ l ~ 1 dy. 

Nous indiquerons, en finissant, un moyen fort simple de ramener 
le calcul des différentielles totales à celui des fonctions dérivées. Si 
dans l’expression f(x -h a h, y -f- a k, z -f- a/, . . .), on considère a 
comme seule variable, et si l’on pose en conséquence 

( 1 4 ) /( x -h ah, y -1- ak, z al, ...):= F( a ), 


on aura, non seulement 
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mais encore 

et, par suite, 

(. 6 ) 


A ii — F(«) - F(o) 


du — lim 


F(«) - 

7 


F(o) 


E'(o). 


Ainsi, pour former la différentielle totale du, il suffira de calculer la 
valeur particulière que reçoit la fonction dérivée F'(a) pour a — o. 
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NEUVIÈME LEÇON. 


USAGE DES DÉRIVÉES PARTIELLES DANS LA DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES. 
DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES. 


Soit .v = F(m, e, w, . . .) une fonction quelconque des quantités 
variables u, e, u\ ... que nous supposerons être elles-mêmes fonc- 
tions des variables indépendantes x, y, z, . ..; s sera une fonction 
composée de ces dernières variables; et, si l’on désigne par Ar, Ay, 
A z, ... des accroissements arbitraires simultanément attribués à x , 
y, s, les accroissements correspondants Am, Ae, Aie, ..., Av des 
fonctions u, e, w 9 . . . , s seront liés entre eux par la formule 

( i ) Av F ( u -l- A u y u -4- Au, w -h- Aie, F(m, u, te, . . . ). 

Soient d’ailleurs 4 >(m, e, ne, . . .), X(m, e, te, . . .'), *F(m, e, les 

dérivées partielles de la fonction F(m, e, o\ . . .) prises successivement 
par rapport à m, e, n\ Comme l’équation ((>) de la Leçon précé- 

dente a lieu pour des valeurs quelconques des variables x, y, £, ... 
et de leurs accroissements Ax, Av, As, ..., on en conclura, en rem- 
plaçant x, y 9 z 9 , . . par u 9 v 9 w, . . . , et la fonction f par la fonction \\ 

1 F(m 4- A u 9 e 4- Au, tu 4- Air, . . .) — F(//, u, lu, . . .) 

( 2) < ~~ Au <D ( u 4- 0 X Au, u, iu, . . . ) 4- Au X( u 4- Au, u 4- Ae, iu, . . . ) 

| 4- Alu *F( « -4 Au, u 4- Au, lu -4 0 à Aiu, . . . ) -4 . . . . 

Dans cette dernière équation, 0 i 9 0 2 , 0 ;l , ... désignent toujours des 
nombres inconnus, mais inférieurs à l’unité. Si maintenant on pose 

Aæ ~ cc h ~ oc dæ, A y rr- a A' ™ a r/y, As — a / ™ a c/v, . . . , 
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et que l’on divise par a les deux membres de l’équation ( 2 ), on en 
tirera 

I —=€>(« + 0, <x h, c, tv, . . .) — - 

I CC OC 

] àv 

{ 3 ) < 4 - + + 0 2 a A-, v . .) — 

) Aiv 

| - f- •F ( u -h oc h, e 4- a A , w 4- a /, . . . ) h . . . , 

, a 

puis, en faisant converger a vers la limite zéro, 

( 4) d.v — <!>(*/, c, tï’, . . ) du -f- X ( 4 /, c, ce, . . . ) ch' -f- l l J '( u, c, «■*, . . . ) rAe -h . . . . 

La valeur de ds fournie par l’équation (4) est semblable à la valeur 
de du fournie par l'équation (8) de la Leçon précédente. La princi- 
pale différence consiste en ce que les différentielles <7.r, dy , dz, ... 
comprises dans la valeur de du sont des constantes arbitraires, tandis 
que les différentielles du, dv 9 dw 9 ... comprises dans la valeur de ds 
sont de nouvelles fonctions des variables indépendantes x, y, r, . . . 
combinées d’une certaine manière avec les constantes arbitraires dx, 
dy , dz , .... 

lui appliquant la formule (4) à dos cas particuliers* on trouvera 

d ( u c H- (r + ...) - du 4- c/e + div 4- . . . , 

d(u — <7e) /Y// — f/e, 

d(au 4 - Ac 4- cte -h . . . ) a du 4 b dv 4 c dsv 4 - . . . , 
d(uv\v. eie. . . c/// 4 - u\v. . . dv 4 - //e. . . eAe 4 -. . 

, e // r/e - e du 

d — — — — » 

é/ //- 

du l 'rrz VU v ~* du 4- 1 U dv 4~ . . . , 


Nous avions déjà obtenu ces équations (voir la cinquième Leçon) en 
supposant u, c, »>, ... fonctions d’une seule variable indépendante x, 
mais on voit qu’elles subsistent quel que soit le nombre des variables 
indépendantes. 

Dans le cas particulier où l'on suppose u fonction de la seule 
variable æ, e fonction de la seule variable y, w fonction de la seule 
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variable s, . . . , on peut arriver directement à l’équation (4), en par- 
tant de la formule (ro) de la Leçon précédente. En effet, en vertu de 
cette formule, on aura généralement 

( 5 ) ds — d x a + d y s -t- d z s 4 . . . . 

De plus, comme parmi les quantités u, e, w, ... la première est, par 
hypothèse, la seule qui renferme la variable x, en considérant s 
comme une fonction de fonction de celte variable et ayant égard à 
la formule (io) de la quatrième Leçon, on trouvera 

d x s d x F ( u, c, <!’, ...) — <&(«,<>, te, . . -)d x u - *i>( ri, e, te, . . . ) du. 

On trouvera de même 

rfy s -- \ ( a f e, ir, . . .) c/e, d z s == r, te, . . . ) c/(t\ .... 

Si l’on substitue cos valeurs de d x s 9 d y s 9 d z s , . . . dans la formule (5), 
(‘Ile coïncidera évidemment avec l’équation (4). 

Soit maintenant r une seconde fonction des variables indépen- 
dantes Xy y y Zy Si l’on a identiquement, c’est-à-dire pour des 

valeurs quelconques de ces variables, 

(()) S "t', 

on en conclura 

(7) ds-zdr . 

Dans le cas particulier ou la fonction r se réduit soit à zéro, soit à une 
constante e, on trouve 

dr r— o, 

et par suite l’équation 

(8) .v — o ou s ~ c 

entraîne la suivante 

(9) ds — o. 

Les équations (7) et (9) sont du nombre de celles que l’on nomme 
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équations différentielles. La seconde peut être présentée sous la forme 

(h>) 4>(«, iv, . . .) du -t- X (w, v, (v, . . .) de -t- W(«, v, iv, . . .) dw -V . . . = 0 , 

# 

et subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités «, e, 
tn, ... se réduiraient à quelques-unes dej> variables indépendantes .r, 
y, z, Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant F (x, e) = o, 

<1* ( .r , c ) r/.r -f- X ( x, v)dv — o ; 

en supposant F (a?, j, <r) — o, 

4» ( r, y, iv) (l.r + \{x, y, tv) cl y -+- '!'( x, y, <v) dw — o; 

etc. 

Dans ces dernières équations, e est évidemment une fonction impli- 
cite de la variable x ; <r une fonction implicite des variables x, y, 

De même, si l’on admet que les variables x, y, z, , cessant d’être 
indépendantes, soient liées entre elles par une équation de la forme 

( 11 ) /(.r, r, Z,...) — o, 

alors, en faisant usage des notations adoptées dans la Leçon précé- 
dente, on obtiendra l’équation différentielle 

(•a) ?(x, y, z, . . .) dr y(x, y, z, . . .) c/y -t- <jq.r, y, z, ...)dz o, 

au moyen de laquelle on pourra déterminer la différentielle de l’une 
des variables considérée comme fonction implicite de toutes les autres. 
Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant x- ■+■ y- — a 2 , 
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et dans le second, 

y = ±s/a*-h x*, 

on conclura des formules précédentes 

(.3) ds[*-ï'=- + , 

y — æ' 1 y a -h æ 

ce qu’il est aisé de vérifier directement. 

Lorsqu’on désigne par u la fonction f(x, y, z 9 . . .), les équa- 
tions (ii) et (12) peuvent s’écrire simplement comme il suit : 

u ■— o, du ~ o. 

Si les variables æ, y, z 9 . .., au lieu d’être assujetties à une seule 
équation de la forme u~ o, étaient liées entre elles par deux équa- 
tions de cette espèce, telles que 

( 1 4 ) u~zzo, e — o, 

alors on aurait en même temps les deux équations différentielles 

( 1 5 ) du zzz o, dv zzz o, 

à l’aide desquelles on pourrait déterminer les différentielles de deux 
variables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres. 

En général, si n variables «r, y y z , ... sont liées entre elles par 
ni équations, telles que 

(l6) U “ O, e ” O, W — : O, 

alors on aura en mémo temps les m équations différentielles 

( 17 ) du z~ O, c/f z:z o, (/(T* zz: O, . . . , 

à l’aide desquelles on pourra déterminer les différentielles de ni va- 
riables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres. 

mssæçi n *- 


OEuvres de C. — S. II, l. IV. 


8 
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DIXIÈME LEÇON. 

THÉORÈME DES FONCTIONS HOMOGÈNES. MAXIMA ET MIN1MA DES FONCTIONS 
DE PLUSIFXIIS VARIABLES. 


On dit (ju une fonction de plusieurs variables est homogène lorsque, 
on faisant croître ou décroître toutes les variables dans un rapport 
donne, on obtient pour résultat la valeur primitive de la fonction mul- 
tipliée par une puissance de ce rapport. L’exposant de cette puissance 
est le degré de la fonction homogène. En conséquence, f(x, y, z, . . .) 
sera une fonction de .r, y, z, . .. homogène et du degré a, si, / dési- 
gnant une nouvelle variable, on a, quel que soit t, 

/'(<•<", ly, tz, . t n f(x,r,z). 

Lola pose, le théorème des fonctions homogènes peut s’énoncer comme 
il suit : 

1 U uo h ksi k. — Si Ion multiplie les dérivées partielles d'une fonction 
homogène du degré a par les variables auxquelles elles se rapportent , la 
somme des produits ainsi formés sera équivalente à celui qu’on obtien- 
drait en multipliant par a la fonction elle-même. 


Démonstration. — Soient u~ /(.t, y,z, 

?( x < y* • • •)* /.(*’• .y » •• •)> 'Kj-.v.s. . 

lielies par rapport à x, à y, à z, etc. Si 


■ •) la fonction donnée et 
.), ... ses dérivées par- 
l’on ditférentie les deux 


membres de 1 équation (i), en y considérant t seule comme variable, 


on trouvera 


di(lr, ly, tz, . . ,)xdt + y(tx, ty , tz, . . .)y dt <\>{tx, ty, ts, 
--aC*-«/0, y, s, ...)dt, 
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puis, en divisant par dt, et posant / — i , 

\ «<? »(«,/, ->•••) -hyxi*, y, -.•■•) + y, z , . . .) + . 

I —af{x, y, z, . 


ou, ce qui revient au même, 


( 3 ) 


du du 
x dx +y dj^ 


du 

dz 


-r . . . ” au . 


Corollaire. — Pour une fonction homogène d’un degré mil, on aura 


( 4 ) 


du 

dx 


du du 

h - y :r -\-z~r -+- 

dy <!- 


: O. 


Exemples. — Appliquer le théorème aux fonctions A<r*-+- Bxy ■+■ L y- 

et L — • 

y 

Lorsqu’une fonction réelle de plusieurs variables indépendantes .r, 
y, s, ... atteint une valeur particulière qui surpasse toutes les valeurs 
voisines, c’est-à-dire toutes celles qu’on obtiendrait en faisant variera', 
y, z, ... en plus ou en moins de quantités très petites, cette valeur 
particulière do la fonction est ce qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particulière d’une fonction réelle de .r , y , r-, . . . 
est inférieure à toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de 
minimum. 

La recherche des maxima et minimu des fonctions de plusieurs 
variables se ramène facilement à la recherche des maxima et minima 
des fonctions d’une seule variable. Supposons, en effet, que 

u — f( r, y, z, . . 


devienne un maximum pour certaines valeurs particulières attribuées 

à .r, y, z On aura, pour ces valeurs particulières, et pour de très 

petites valeurs numériques de a, 

(5) /(.r -H ce h, y + a A, s -h al, . . .) </(«, y, z, . 


quelles que soient d’ailleurs les constantes finies h, k, /, .... pourvu 
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qu’elles aient été choisies de manière que le premier membre de la 
formule (5) reste réel. Or, si l’on fait, pour abréger, 

(6) /(.T -+- cth,y •+• «A-, s 4- al, . . .) = F(a), 

la formule (5) se trouvera réduite à la suivante : 

(7) F(«)<F(o). 

Celle -ci devant subsister, quel que soit le signe de a, il en résulte que, 
si a seule varie, F(a), considérée comme fonction de cette unique 
variable, deviendra toujours un maximum pour a = o. 

On reconnaîtra de même que, si /(x, y, z , ...) devient un mini- 
mum pour certaines valeurs particulières attribuées à x, y, z, .... la 
valeur correspondante de F(a) sera toujours un minimum pour a = o. 

Observons maintenant que, si les deux fonctions F(«), F'(a) sont 
l’une et l’autre continues par rapport à a, dans le voisinage de la valeur 
particulière oc = o, cotte valeur ne pourra fournir un maximum ou un 
minimum de la première fonction qu’autant qu’elle fera évanouir la 
seconde ( voir la sixième Leçon), c’est-à-dire, qu’autant que l’on aura 

(8) F'(o)=o. 

D’ailleurs, lorsqu’on écrit Jx, c/y, ch, ... au lieu de h, k,l l’équa- 

tion (8) prend la forme 

(9) du~- o 

( voir la huitième Leçon). De plus, comme les fonctions F(a) et F'(a) 
sont ce que deviennent u et du quand on y remplace x par x= a h, 
y P 31 */ ■+■ a ^< s par 5 -+- a/, . . . , il est clair que, si ces deux fonctions 
sont discontinues par rapport à a, dans le voisinage de la valeur parti- 
culière a = 0 , les deux expressions u et du, considérées comme fonc- 
tions des variables x, y, s, ... seront discontinues par rapport à ces 
variables dans le voisinage des valeurs particulières qui leur sont 
attribuées. En rapprochant ces remarques de ce qui a été dit plus 
haut, nous devons conclure que les seules valeurs de x, y, z, ... 
propres à fournir des maxima ou des rninima de la fonction u sont 
celles qui rendent les fonctions u et du discontinues, ou bien encore 
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celles qui vérifient l’équation (9), quelles que soient les constantes 

finies dx, dy, ds, Ces principes étant admis, il sera facile de 

résoudre la question suivante : 

Problème. — Trouver les maxima et minima d’une fonction de plu- 
sieurs variables. 

Solution. — Soit u — f{x,y,z, ...) la fonction proposée. On cher- 
chera d’abord les valeurs de x, y, z, ... qui rendent la fonction u 
ou du discontinue, et parmi lesquelles on doit compter celles que l’on 
déduit de la formule 


(10) 


ci u zzz±cc. 


On cherchera, en second lieu, les valeurs de x, y, z, ... qui vérifient 

l’équation (9), quelles que soient les constantes finies dx, dy, dz, 

Cette équation, pouvant être mise sous la forme 


(,.i) 


du . du , du . 

y- dx -h y- dy T <is+...=:o, 

dx dy * dz 


entraîne évidemment les suivantes 


. , du du du 

(, 9 ) = O, S -=o, -=o, 

dont on obtient la première en posant dx — 1, dy = o, dz — o, .... la 
seconde en posant dx = o, dy = 1 , dz = o, Remarquons en pas- 

sant que, le nombre des équations (12) étant égal à celui des incon- 
nues x, y, z, . . . , on n’en déduira ordinairement pour ces inconnues 
qu’un nombre limité de valeurs. 

Concevons à présent que l’on considère en particulier un des sys- 
tèmes de valeurs que les précédentes recherches fournissent pour les 
variables x, y, z, .... et désignons par x 0 , y 0 , z 0 , . . . les valeurs dont 
il se compose. La valeur correspondante de la fonction f(x, y, z, . . .), 
savoir, J(x 0 , y 0 , s 0 , .. .), sera un maximum, si pour de très petites 
valeurs numériques de a, et pour des valeurs quelconques de h, k, 
l la diffère nce 

(«3) /(x 0 4 - x/i,y 0 +<xk,z 0 + *l, ...)—/( æ\> ,y 0 ,3 0 , . . .) 
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est constamment négative. Au contraire,/(# # , t y 0 ,s 0 , ...)sera un mi- 
nimum, si cette différence est constamment positive. Enfin, si cette 
différence passe du positif au négatif, tandis que l’on change ou le 
signe de oc, ou les valeurs de h, k, l, ... ,/(#„, y 0 , s 0 , . . .) ne sera plus 
ni un maximum, ni un minimum. 

Exemple. — La fonction Nx 1 4- B.rj 4- Cy 2 4 - Y)x 4 - E_y 4 - F admet 
un maximum ou un minimum, lorsqu’on a B 2 — 4 AC<o, et n’en 
admet plus, lorsqu’on a B 2 — 4 AC > o. 

Nota. — La nature de la fonction « peut être telle, qu’à une infi- 
nité de systèmes différents de valeurs attribuées à x, y, z, ... cor- 
respondent des valeurs de u égales entre elles, mais supérieures ou 
inférieures à toutes les valeurs voisines, et dont chacune soit en consé- 
quence une sorte de maximum ou de minimum. Lorsque celte circon- 
stance a lieu pour des systèmes dans le voisinage desquels les fonc- 
tions u et du restent continues, ces systèmes vérifient certainement les 
équations (12). Ces équations peuvent donc quelquefois admettre une 
infinité de solutions. C’est ce qui arrive toujours quand elles se 
déduisent en partie les unes des autres. 

Exemple. — Si l’on prend 

u zzz \ey — ■ b z H- /) 2 H- {a z — ex 4- /?*) 2 ~j ( bx — - a y -h n ) 2 , 

les équations (12) donneront seulement 

cr — b z 4- l a z — ex 4- ni _ bx — a y h- n 
a b ~~ ’ 

et la fonction « admettra une infinité de valeurs égales à 

(ni 4- bm 4- en Ÿ 

dont chacune pourra être considérée comme un minimum. 
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ONZIÈME LEÇON. 


USAGE DES FACTEURS INDÉTERMINÉS DANS LA RECHERCHE DES MAXIMA Kl MINIMA, 


Soit 

(i) u — f(.r, y, =,...) 

une fonction de n variables x, y, s, — Mais concevons que ces 
variables, au lieu d’être indépendantes les unes des autres, comme 
on l’a supposé dans la dixième Leçon, soient liées entre elles par 
m équations de la forme 

( i ) v — o, <c ~o, 

Pour déduire de la méthode ‘que nous avons indiquée les maxima 
et les tninima de la fonction u, il faudrait commencer par éliminer 
de cette fonction ni variables différentes à l’aide des formules ( 2 ). 
Après cette élimination, les variables qui resteraient, au nombre 
de n — ni , devraient être considérées comme indépendantes, et il 
faudrait chercher les systèmes de valeurs de ces variables qui ren- 
draient la fonction u ou la fonction dit discontinue ou bien encore 
ceux qui vérifieraient, quelles que fussent les différentielles de ces 
mêmes variables, l’équation 

( 3 ) du o. 

Or la recherche des maxima et tninima qui correspondent à l’équa- 
tion (3) peut être simplifiée par les considérations suivantes. 

Si l’on dilférentie la fonction u, en y conservant toutes les variables 
données x, y, -, . . . , l’équation (3) se présentera sous la forme 

du . du . du , 

“i dje -f- dy H — r- dz h- . . . m o, 
dx dy J dz 


( 4 ) 
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et renfermera les n différentielles dx, dy, dz Mais il importe 

d’observer que, parmi ces différentielles, les seules dont on pourra 
disposer arbitrairement seront celles des n — m variables regardées 
comme indépendantes. Les autres différentielles se trouveront déter- 
minées en fonction des premières et des variables elles-mêmes par 
les formules dv ~ o, dw — o, ..., qui, lorsqu’on les développe, 
deviennent respectivement 


(5) 


dv , dv . dv , 
dw 


dæ 


dx 


dy 

div 


d y 


dy 


dw 


. .= o, 


dz - f- . . . ~ o. 


Cela posé, puisque l'équation (4) doit être vérifiée, quelles que 
soient les différentielles des variables indépendantes, il est clair 
que, si Ton élimine de cette équation un nombre m de différen- 
tielles à l’aide des formules (5), les coefficients des n — m diffé- 
rentielles restantes devront être séparément égalés à zéro. Or, pour 
effectuer l’élimination, il suffit d’ajouter à l’équation (4) les for- 
mules (5) multipliées par des facteurs indéterminés, — X, — a, — ... , 
et de choisir ces facteurs de manière à faire disparaître dans l’équa- 
tion résultante les cocflicients île m diflérentielles successives. Comme 
d’ailleurs l’équation résultante sera de la forme 


( 6 ). 



du dv dsv 

dæ dx ^ dx 

du - dv dw 

dy dy ~ lX dÿ 



et que, après y avoir fait disparaître les coefficients de m différen- 
tielles, il faudra encore égaler à zéro ceux des différentielle^ res- 
tantes, il est permis de conclure que les valeurs de X, p., v, ... tirées 
de quelques-unes des formules 


du ^dv dw 
dx dx ^ dx 


du . dv dw 

d y dy ^ dy °’ 


( 7 ) 


• • =o. 
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devront satisfaire à toutes les autres. Par conséquent, les valeurs de 
x, y, z, ... propres à vérifier les formules (4) et (5) devront satis- 
faire aux équations de condition que fournit l’élimination des indé- 
terminées A, (x, v, . . . entre les formules (7). Le nombre de ces équa- 
tions de condition sera n — m. En les réunissant aux formules (2), 
on obtiendra en tout n équations, desquelles on déduira pour les 
variables données x, y, z, ... plusieurs systèmes de valeurs, parmi 
lesquels se trouveront nécessairement ceux qui, sans rendre discon- 
tinue l’une des fonctions u et du, fourniront pour la première des 
maxima ou des minima. 

Il est bon de remarquer que les équations de condition produites 
par l’élimination de A, (x, v entre les formules (7) ne seraient alté- 
rées en aucune manière, si l’on échangeait dans ces formules la fonc- 
tion u contre une des fonctions e, n- Par suite, on arriverait tou- 

jours aux mêmes équations de condition, si, au lieu de chercher les 

maxima et minima de la fonction u, en supposant v = <>, sv = o 

on cherchait les maxima et minima de la fonction e, en supposant 
u = o , w = o , . . . , ou bien ceux de la fonction w, en supposant u — o, 

e = o On pourrait même, sans altérer les équations de condition, 

remplacer les fonctions u, e, sv, . . . par les suivantes : u — a, v — b, 
sv — c, . . . , n, b, c, ... désignant des constantes arbitraires. 

Dans le cas particulier où l’on veut obtenir les maxima ou les 
minima de la fonction u, en supposant x, y, z, ... assujetties à une 
seule équation 

(8) . c = o, 


les formules (7) deviennent 


, , d u dv du . dv du . r/c 

3 dx dx dy dv dz d z 

et l’on en conclut, par l’élimination de A, 


(10) 


du 

du 

du 

dæ 

— (l x.. 


cj)ç 

dv 

dv 

dy 

dl 


O, 


OEuvrcs c/c C. — S. Il, t. IV. 
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Cette dernière formule équivaut à n — i équations distinctes, les- 
quelles, réunies à l’équation ( 8 ), détermineront les valeurs cher- 
chées de x, y, z, % 

Premier exemple. — Supposons que, a, b, c, ..., r désignant des 
quantités constantes et x , y, z, .. . des variables assujetties à l’équa- 
tion 

x 1 ~h y* -+- z 2 -4- . . •= /'* ou oc* 4- /* -h z 2 -+-. . . — r 2 = o, 

on demande le maximum et le minimum de la fonction 

u = a x n- b y -H cz -h . . . . 

Dans cette hypothèse, la formule (io) se trouvant réduite a 


on en conclura ( voir Y Analyse algébrique , Note II) (*) 

ax -h b y -h cz -h . . . \J a* -\~ b 2 c l 

^ + + 5 «+.. . . 
ou __ 

u w sJ a 1 H» b 2 - f- c* 2 -h . . . 

r* r 

et, par conséquent, 

(12) m = zt /’ \/a 2 - 4 - Z > 2 -t- c 2 -h , . . . 

Pour s’assurer que les deux valeurs de u données par l’équation (12) 
sont un maximum et un minimum, il sulïit d’observer qu’on aura 
toujours 

/ {ax -h by -h cz -h . . .)--h (bx — ay) 2 
(j3) ) -{- (ex — a z )* -h . . . -h (cy — b z)~ 

( = (a 2 h- c 2 -+- . . .) (x i -\-y 1 ~\- z 2 -h * . .) 

et, par suite, 

u 2 < b 2 4- c 2 -h. . .) /,! » 

à moins que les valeurs de x , y, 5, . < , ne vérifient la formule (1 1). 


( J ) Œuvres de Cauchy , S. II, T. III, p. 36o, 
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Deuxième exemple. — Supposons que a, b, c, . .., k désignant des 
quantités constantes, et x, y, z, . . . des variables assujetties à l’équa- 
tion 

ax -+- by + cz -t- . . . = k. 


on cherche le minimum de la fonction u — x- h- y- z- -+- Dans 

cette hypothèse, on obtiendra encore la formule (r i), de laquelle on 
conclura 


et, par suite. 


k , i/a 2 “H b 2 -4— c 2 — 4- . , , 
u v /« 


(i4) 


k’- 


ci ~ —j— b " c‘~ — j— . . . 


Si les variables x , v, z, ... se réduisent à trois et désignent des coor- 
données rectangulaires, la valeur de \Ju, donnée par l’équation (i/j), 
représentera évidemment la plus courte distance de l’origine à un 
plan fixe. 


Troisième exemple. — Concevons que l’on cherche les demi-axes 
d'une ellipse ou d’une hyperbole rapportée à son centre et repré- 
sentée par l’équation 

A ./•- 2 lî xy + Cy* = K . 


Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum du rayon 
vecteur r, mené de l’origine à la courbe et déterminé par la formule 


r*=x t -yy i . 

Cela posé, comme on aura 



(.r dx+ydy), 


on ne pourra faire évanouir dr qu’en supposant 

r — oc ou x dx -+- y dy — o. 

La première hypothèse ne peut être admise que pour une hyperbole. 
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En admettant la seconde, on tirera de la formule (ro) 

x y __ j? 3 -4- y 2 t A 

\x 4- B y ~~ Cy Bjc x(Xæ -h Bj) +/(Cr + B^) K 1 



Observons maintenant qu’à des valeurs réelles de r correspondront 
toujours des valeurs positives de r-, et que l’équation (i5) fournira, 
pour r\ deux valeurs positives, si l’on a AK > o, AC — B-> o; une 
seule, si l’on a AC — B* < o. Effectivement, la courbe, étant une 
ellipse dans le premier cas, aura deux axes réels; tandis que, dans 
le second cas, elle se changera en hyperbole et n’aura plus qu’un seul 
axe réel. 
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DOUZIÈME LEÇON. 

DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS D’UNE SEULE 
VARIABLE. CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 


Comme les fonctions d’une seule variable x ont ordinairement pour 
dérivées d’autres fonctions de cette variable, il est clair que d’une 
fonction donnée y — /(x) on pourra déduire en général une multi- 
tude de fonctions nouvelles dont chacune sera la dérivée de la précé- 
dente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les dérivées des 
divers ordres de y ou /(x), et on les indique à l’aide des notations 

y, y. y, y v > y y> 

ou 

/'(*), /'(*), /"(y, / ,v y), /yy, .... /<»>(*). 


Cela posé, y' ou f'(x) sera la dérivée du premier ordre de la fonction 
proposée y — f{x)\y"ouf"{x) sera la dérivée du second ordre de y, 
et en même temps la dérivée du premier ordre de y', ...; enfin y"’ 
ou f w (x) ( n désignant un nombre entier quelconque) sera la dérivée 
de l’ordre n de y, et en même temps la dérivée du premier ordre de 

y!"-D. 

Soit maintenant dx — h la différentielle de la variable x supposée 
indépendante. On aura, d’après ce qu’on vient de dire, 


O) 


y= 


f/y 

dx' 


rfy 

dx 



y*>= 


d y f rt ~i) 
dx 


ou, ce qui revient au même, 

( 2 ) dy—y'/i, dy'—y"h, dy" — y" h 
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De plus, commé la différentielle d'une fonction de la variable x est 
une autre fonction de cette variable, rien n’empêche de différentier 
y plusieurs fois de suite. On obtiendra de cette manière les différen- 
tielles des divers ordres de la fonction y, savoir : 

dy—y'/i — y'dx, 

ddy — h dy' — y" h 3 ~ y" dx 1 , 
dddy -- /r- dy" — y'" h 3 — y” dx 3 . 


Pour abréger, on écrit simplement d 3 y au lieu de ddy, d s y au lieu 
de dddy, en sorte que la différentielle du premier ordre est 
représentée par dy, la différentielle du second ordre par d 3 y, celle 
du troisième ordre par d 3 y, .... et généralement la différentielle de 
l’ordre n par d n y. Ces conventions étant admises, on aura évidem- 
ment 

[ dy—y'dx , d'-y—y’dx', d 3 y—y’"dx 3 , 

I d > y : _ y ,v dx 1 , d" y = y (,,) dx" 


et, par suite, 

(4) ' 



d >' 
d x' 




_ d 3 y 
dx 3 


!•(«; 


d" y 
dx* 


Il résulte de la dernière des formules (3) que la dérivée de l’ordre n, 
savoir j" 1 , est précisément le coefficient par lequel il faut multiplier 
la « ii:,ne puissance de la constante h = dx pour obtenir la différentielle 
de l’ordre n. C’est pour cette raison que y" ! est quelquefois appelée 
le coefficient différentiel de V ordre n. 

Les méthodes par lesquelles on détermine les différentielles et les 
dérivées du premier ordre pour les fonctions d’une seule variable, 
servent également à calculer leurs différentielles et leurs dérivées 
des ordres supérieurs. Les calculs de cette’ espèce s’effectuent très 
facilement, ainsi qu’on va le montrer par des exemples. 
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Soit d’abord y = sina?. Comme, en désignant par a une quantité 
constante, on a généralement 


c?sin(x 4- a) — cos(ar -t- a) d{x 4- a) — sin(.r 4- a 4- |tî) dx, 

on en conclura 

rfsina;=± sin(^4- %r.)dx, 
c/ si n ( æt h- J t:) =: sin (j; 4- r) dx, 
rfsin(.z 4 - 7 r) = sin(Æ -i- fr) dx, 


et par suite on trouvera pour y ~ sina?, 

y' ~sin(x4-i7f), 

y" — sin(x + 7r), 
y” — sin(.r 4- |r), 



Kn opérant de même, on trouvera encore pour y = cos.x-, 

y' =cos(4-4-{t:), 
y" ~ cos(x -+- n), 
f =zcos(x-h fir). 


pour y = A x , 


yln) — cos ^ J, '1 r 

y' = A x 1 A, 
y" =A*(iA y, 
y" — a* (IA)*, 


pour j = af, 


* 

y< tt) = A X (1A)“; 


y' — ax a ~', 
y" ~ a(a — i)x a ~ t , 


y <'*) — a {a — i) (a — 2). . .(a — n 4- 1 
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Il est essentiel d’observer que chacune des expressions sin(# -F-nn), 
eos(œ-h -j/air) admet seulement quatre valeucs distinctes qui se repro- 
duisent périodiquement et toujours dans le même ordre. Ces quatre 
valeurs» dont on obtient la première, la seconde, la troisième ou la 
quatrième, suivant que le nombre entier n, divisé par 4* donne pour 
reste o, i, 2 ou 3, sont respectivement sin#, cos#, — sin#, — cos# 
pour l’expression sin(# -h^nn), et cos#, — sin#, — cos#, sin# pour 
l’expression cos(# h- De plus, si, dans les fonctions A*\ #*, on 

remplace la lettre A par le nombre e qui sert de base aux logarithmes 
népériens et la quantité a par le nombre n , on reconnaîtra que les 
dérivées successives de e x sont toutes égales à e *, tandis que, pour la 
fonction #", la dérivée de l’ordre n se réduit a la quantité constante 
j.2.3. . .w, et les suivantes a zéro. 

En substituant les différentielles aux dérivées, on tirera des for- 
mules que nous venons d’établir 

d' 1 sin# ~ sin (# h- * //7u) dx'\ 
cl' 1 cos# ~~ cos(# -4- \ nr.) dx”, 
d" A* = A*(IA ) n dx'\ 
d n e x —~e x dx tl t 

d" ( x a ) t- a (a — 1 ) . . . ( a — /i - 4 - 1 ) x a ~" dx n , 
d n ( x n ) "1,2.3...// dx " , 

cl' 1 1 x ~ dx d n ~’ i (# _1 ) dx " , 


Considérons encore les deux fonctions /(# 4 - a) et /(a#). On trou- 
vera, pour j =/(# 4 - a), 

ÿ =.f\x 4- a), y" —f"( x 4- a)> . . ., = /<«>(# 4- a), 

d n y " f {n) { x 4 -a) dx" ; 

pour y = /(a#), 

ÿ=CL f r {ax ) 9 y ,f —a'-f\ax), . . yi") = a" f<*'{aæ ) 9 

d n y ~ a" x) dx " . 
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Exemples : 

d n (x -+■ a) n = r.a.3’. . . n djx n , d’ l e ax — a n e ax dx n , d n sinax = . . . . 

Soient maintenant y— f(x) et s deux fonctions de x liées par 
l’équation 

(5) —FO'). 

Kn diflerentiant cette équation plusieurs fois de suite, on trouvera 

dz — F '(y)dy, 
cPz — ¥"{y) dy'-h F '(y)d*y, 
d*s = F "'(y) dy 3 + 3 F "(y) dyd‘y-h F '(y) d>y. 


d' l (a H- y) = d n \\ 

d n (—y ) = — d" y, 

d n ( a y ) =ad n y, 

d n (ax n ) —i. 2 .3. . . n.a dx n , 

dey = e r dy, 

d'ey = ey(dy , -y- d‘-y), 

d 3 c'y — e y ( dy 3 +3 dy d 3 y H- d 3 y). 


(6) j 

Exemples : 


Si la variable x cessait d’être indépendante, l’équation 

(7) y-f '(•*)> 

étant dilTérentiée plusieurs fois de suite, donnerait naissance à de nou- 
velles formules parfaitement semblables aux équations (6), savoir : 

dy = f(x)dx, 
d i r ~ /" (x)dx i -+- f{x) d"-x, 
d 3 y = f m (x) dx % 3 f"{x)dx d 1 x -+• f(x) d 3 .r, 



OEuvre* de C. — > S. II, t. IV. 


10 
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On tire de celles-ci 


/'(*) = 
/V) = 
/*(*) = 


rfv 

dx ) 

dxdïy — dy d*x ^ i dy 
dx* dx dx ’ 

dx (dx d*y — rfy rf 3 j?) — 3 rf 2 a? (dx cPy — dy rf 2 x) 
dx 5 


i jdx d}y — dyd: 1 
~dx d^ 


\ 


Pour revenir au cas où x est variable indépendante, il suffirait de sup- 
poser la différentielle dx constante, et par suite d-x = o, d*x — o 

Alors les formules (9) deviendraient 


(10) 


/■<*>=& 


/•U) = g. n*y- 


d* y 
de*’ 


c’est-à-dire qu’elles se réduiraient aux équations ( 4 ). De ces der- 
nières, comparées aux équations (9), il résulte que, si l’on exprime 
les dérivées successives de f(x) à l’aide des différentielles des 
variables x et y=f(x), i u dans le cas où la variable x est sup- 
posée indépendante, 2 0 dans le cas où elle cesse de l’ètrc, la dérivée 
du premier ordre sera la seule dont l’expression reste la même dans 
les deux hypothèses. Ajoutons que, pour passer du premier cas au 
second, il faudra remplacer 


tPy 
dx 2 


par 


dx d}y — dy d 1 x 
dx 3 ’ 


rf 3 y ^ dx ( dx rf 3 y — dycPx) — 3 d 1 x ( dx d 2 y — d y rf 2 x ) 
dx 3 ^ ai dx 6 1 


C’est par des substitutions de cette nature qu’on peut opérer un chan- 
gement de variable indépendante . 

Parmi les fonctions composées d’une seule variable, il en est dont les 
différentielles successives se présentent sous une forme très simple. 
Concevons, par exemple, que l’on désigne par u f ç, w, ... diverses 
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fonctions de x. En différentiant n fois chacune des fonctions com- 
posées 

tt -h r, a — r , u -4- v - i , au -f- bv -f- cw -4- . , . , 

on trouvera 

/ d n ( // -f- r) zzzd n u -f- r, 

00 (*/*(« — r) =d*u — d*v 9 

( fi fl ( u -4- v\J ~ i ) t= n?" // ~f- a'" e i , 

( 1 2 ) ^ ^ ^ bv ~f- ctr -f ~ ~ a d ' 1 u -t- b d n v h- c d n tr -4- . „ . 

Il suit de Ja formule (12) que la différentielle d“y de la fonction 
entière 

y = ax*+ b.c'"-' ■+. ex”-* -h. . . -h px'+r/x -f- r 

se réduit, pour n ~ rn, à la quantité constante 1 . 2. 3 . . .m.a r/r'", et 
pour n'y m, à zéro. 
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TREIZIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Soit u = /(x, y, z, ...) une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes x, y, z, Si l’on différentie cette fonction plusieurs 

fois de suite, soit par rapport à toutes les variables, soit par rapport 
à l’une d’elles seulement, on obtiendra plusieurs fonctions nouvelles 
dont chacune sera la dérivée totale ou partielle de la précédente. On 
pourrait même concevoir que les différentiations successives se rap- 
portent tantôt à une variable, tantôt à une autre. Dans tous les cas, le 
résultat d’une, de deux, de trois, ... différentiations, successivement 
effectuées, est ce qu’on appelle une différentielle totale ou partielle , 
du premier, du second, du troisième, .. . ordre. Ainsi, par exemple, en 
différentiant plusieurs fois de suite par rapport à toutes les variables, 
on formera les différentielles totales du, ddu, dddu, ... que l’on 
désigne, pour abréger, par les notations du, d î u, d*u, .... Au contraire, 
en différentiant plusieurs fois de suite par rapport à la variable x, 
on formera les différentielles partielles d x u, d x d x u, d x d x d x u, . . . que 

l’on désigne par les notations d x u, d x u, d x u, En général, si n est 

un nombre entier quelconque, la différentielle totale de l’ordre n sera 
représentée par d n u, et la différentielle du même ordre relative à une 
seule des variables x, y, z, ... par d" x u, d" y , d" z u, .... Si l’on différen- 
ti ait deux ou plusieurs fois de suite par rapport à deux ou à plusieurs 
variables, on obtiendrait les différentielles partielles du second ordre 
ou des ordres supérieurs désignées par les notations d x dpi, d y d x ii, 
d x d.u, ..., d x d y d z u, .... Or il est facile de voir que les différen- 
tielles de cette espèce conservent les mêmes valeurs quand on inter- 
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vertit I ordre suivant lequel les différentiations relatives aux diverses 
variables doivent être effectuées. On aura, par exemple, 

( ^ 1 d £ dy li — dy d £ Il . 

C’est effectivement ce que l’on peut démontrer comme il soit. 

. Concevons que l’on indique par la lettre x, placée au bas de la 
caractéristique A, l’accroissement que reçoit une fonction de x, y, 
s, ... lorsqu’on fait croître x seule d’une quantité infiniment petite 
a dx. On trouvera 

(2) A*a =/(* + adx,y,s,. ..)-/(*, y, s , . . .), = 

CH 

( ^ ) A X d y U — dy ( U \ x II) cl y U — dy Il 

et, par suite, 

^X dy II (ly Aj£ Il ^ . A j. H 

— — " d y î 


puis, en faisant converger a vers zéro, et avant égard à la seconde des 
formules (2), on obtiendra 1 équation (1). On établirait de la même 
manière les équations identiques d x d z u = d z d x u, d y .d z u = d.d y u, .... 


Exemple. 


Si l’on pose u 


arc tans-> 

Gy 


on trouvera 


d x " = — dx, 

X l -+ -y- 


dy U : 






dy dx U d x d y lt 


x 7 — y 2 


y 7 ) 


Tw dx dy. 


L’équation (1) étant une fois démontrée, il en résulte que, dans une 
expression de la forme d x d y d. ...u, il est toujours permis d’échanger 
entre elles les variables auxquelles se rapportent deux différentiations 
consécutives. Or il est clair qu’à l’aide d’un ou de plusieurs échanges 
de cette espèce on pourra intervertir de toutes les manières possibles 
l’ordre des différentiations. Ainsi, par exemple, pour déduire la diffé- 
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rentielle d t d y d x ii de la différentielle d x d y d z u, il suffira d’amener 

d’abord par deux échanges consécutifs la lettre x a la place de la 

lettre z, puis d’échanger ensuite les lettres y et z, afin de ramener la 

lettre y à la seconde place. On peut donc affirmer qu’une différentielle 

de la forme d x d y d z ...u a une valeur indépendante de l’ordre suivant 

lequel sont effectuées les différentiations relatives aux diverses va- 

♦ 

riables. Cette proposition subsiste dans le cas même où plusieurs 
différentiations se rapportent à l’une des variables, comme il arrive 
pour les différentielles d x d y d x u, d x d y d x d T u , .... Lorsque cette cir- 
constance se présente, et que deux ou plusieurs différentiations con- 
sécutives sont relatives à la variable x, on écrit, pour abréger, d' x au 
lieu de d x d x , d\ au lieu de d x d r d x , Cela posé, on aura 

d\ d y u - d x d y d x u — d y d% u , 

d% d y d. u ~ d x d y d x d. d x u rr d y d% dz 

d'-. dy U z : dy d' il, 

d x dy d\ u :z\ d J: dî dy u - d] d x di u — . . . 

et généralement, l, m, n, . . . étant des nombres entiers quelconques, 

( 4 ) d' x d’’ 1 rfî...«=r d' x (K d . ..U ~ d'l‘ d' x d'‘... Il .... 

Comme, en différentiant une fonction des variables indépendantes 
x, y, s, ... par rapport à l’une d’elles, on obtient pour résultat une 
nouvelle fonction de ces variables multipliée par la constante finie dx, 
ou dy, ou dz, .... et que, dans la différentiation d’un produit, les 
facteurs constants passent toujours en dehors de la caractéristique d, 
il est clair que, si l’on effectue l’une après l’autre, sur la fonction 
u — /(x, y, z , ...), I différentiations relatives à x , m différentiations 
relatives à y, n différentiations relatives à s, .. ., la différentielle qui 
résultera de ces diverses opérations, savoir, d[ r <l n ÿ d'y . . u, sera le pro- 
duit d’une nouvelle fonction de x, y, z, ... par les facteurs dx, dy, 
dz, . . . élevés, le premier à la puissance /, le second à la puissance m, 
le troisième à la puissance n — La nouvelle fonction dont il s’agit ici 



CALCUL DIFFERENTIEL. 


79 


est ce qu’on nomme une dérivée partielle de u , de l’ ordre l + m + » + ,.„ 
Si on la désigne par es (x, y ,:-, . . .), on aura 

( 5 ) d' x d"‘ d"...u — tss(x,y,z, . . .) dx‘ dy' n ds n . . . 

et, par suite, 

( 6 ) es(x,y,z, .. .) 

11 est facile d’exprimer les différentielles totales d J u, d*u, ... à 
l'aide des différentielles partielles de la fonction u ou de ses dérivées 
partielles. En effet, on tire de la formule (io) (huitième Leçon) 

(P u ~ d cia “ d x du 4- d y du 4- d z du 4 - . . . 

d x ( d x u 4 - dy u 4 - d z a 4- . . < ) 4 - d y ( d x u 4- d y u 4- d z u 4 - . . . ) 

4 - d z {d x a 4 -d y ii 4- d z u 4 - . . . ) 

et, par suite, 

( 7 ) d 1 u = d 2 u -f- d) u 4 - d\ u 4 - .. . 4 - 2 d x d y u 4- 2 ^ u ... 4- 2 d y d z a 4-. . . 


d™ é/? . . « 
dx 1 dy m dz n . . . 


ou, ce qui revient au même, 


( 8 ) 


r* 11 1 n „ dl U , _ 

^ d.r * -h - à j t dy- + 7 ~dz- + ... 

4 - 2 - 4 ~ r~ dx dy - 1- 2 -y-y- dxdz. . . 
dx dy dx dz 


d v d~ fl 


dy dz ‘ 


dydz 


On obtiendrait avec la même facilité les valeurs de d :i t/, d k u % 
Exemples : 

d l ( xyz ) m 2 ( x dy dz 4- y dz dx 4- - dx dy ) , 
d* ( xyz )^6 dx dy dz 9 

d- (x~ y* -y z 2 -h . . .) zzi 2(dx 2 -y dy 2 -y dz- . . .), 
d* (x 3 4 - y 3 -4 z* 4 - . . . ) r- 6 (dx* -4 dy ' -y dz* 4- . . . ), 


Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les équations (U), 
(8), etc., les lettres que nous avons écrites au bas de la caracté- 
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rislique d, et l’on remplace le second membre de la formule (6) par 
la notation 

d'+ m+ n+ -ll 

^ dx'dÿ" dz ». . . ' 


Alors les dérivées partielles du second ordre se trouvent représen- 


ta d , u d'- u d’h d' 1 a d ! u 

ees pai ^y 2 > ^. 2 > > 2xdy’ dxdz' ’ dy dz 

* d‘^ u d? u d? u 

partielles du troisième ordre par \i x yÿ v 

de d 2 u se réduit à 


•••> les dérivées 
• ••; et la valeur 


d‘-u d’ l u d 1 u 
d ' « = T3 d - L + rrî d y + Jtï *’+••• 


(10) < 


dx 

d l u , , 

+ *dïTy dxd y + ' 


dz 
d'-it 
dx dz 


dx dz. . . + 1 - y U dy dz 
dydz J 


Mais il n’est plus permis d’effucer, dans cette valeur, les différentielles 
dx, dy, dz, .... attendu que jyj-> •••ne désignent pas les quo- 
tients qu’on obtiendrait en divisant d'-u par dx-, ou par dxdy 

Si, au lieu de laffonction u = f(x,y,z , ...), on considérait la sui- 
vante 


(n) f~F(«, <>,«>, ...), 

les quantités u, v, n\ ... étant elles-mêmes des fonctions quelconques 
des variables indépendantes x, y, z, ..., les valeurs de d' 2 s, d*s, ... 
se déduiraient sans peine des principes établis dans la neuvième 
Leçon. Effectivement, en différentiant plusieurs fois la formule (n), 
on trouverait 


* = d -l^;^du + av+..., 

dit dv dw 


Jn ~ i , „ d 2 F(//, r, iv , ...) , j d¥(a, v 9 w 9 

d^s — — j did + ...+ 2 , — -j du dv H d u - 4 -.. . , 


^ F ( H, Vf tv, ...) 


did 


du dv 


du 
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Exemples : 

d n ( u -t- e ) — d" u -r- d n »>, 

d n ( u — (’) — d n u — d n <>, 
d n ( u v — \ ) — d n u -t- y/— i d" c, 
d" (au -h bv -t- c\v -t- . . .) r.:: a d n u -t- b d" ç H- c d n w -t- . . . . 

On obtiendrait encore avec la plus grande facilité les différentielles 
des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes. Il suf- 
firait de différenticr une ou plusieurs fois de suite les équations qui 
détermineraient ces memes fonctions, en considérant comme con- 
stantes les différentielles des variables indépendantes, et les autres 
différentielles comme de nouvelles fonctions de ces variables. 


OEuvres de C. — S. U, t. IV. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 


MÉTHODES PROPRES À SIMPLIFIER LA RECHERCHE DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES, POUR 
LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. VALEURS SYMBOLIQUES 1)E 
MiS DIFFÉRENTIELLES. 


Soit toujours u = f(x 9 v, une fonction de plusieurs variables 

indépendantes æ, y, s, ... ; et désignons par o(x,y,z , ...), y(x, y, z , ...), 
^(x 9 y,z 9 ...), ... ses dérivées partielles du premier ordre relatives 
à .r, a y, as, Si Ton fait, comme dans la huitième Leçon, 

( i ) F ( a ) — /( .r -h a fLr , / -ha u/v, : + a ués, . . . ) , 

puis que l’on diflerentie les deux membres de l’équation (i) par rap- 
port à la variable a, on trouvera 

^ F'( a ) — o (x -h a dx, y -h a dy 9 z - ha <7-, . . . ) <7.r 
( *2 ) ' -h / ( j? -h a <7.r, r -h a dy 9 z a dz, . . .) dy 

i h ( x -h a dæ 9 y -h ol dy, z -h a dz, . . . ) dz -h ... . 

Si, dans cette dernière formule, on pose a = o, on obtiendra la sui- 
vante 

3 ( F'(o) = c o{x,y 9 z 9 . . .)dx-^ x (x, y, z, . . .) dy 

\ “h 4 * (x 9 y y Z, . • . ) dz -h • • . du , 

laquelle s’accorde avec l’équation ( 16 ) de la huitième Leçon. De plu s ît 
il résulte évidemment de la comparaison des équations (i) et (a) 
qu’en différentiant , par rapport à a, une fonction des quantités 
variables 

( 4 ) .r -h a dx, y -h a <7y, c -h a < 7 - 3 , . . . , 

on obtient pour dérivée une autre fonction de ces quantités combi- 
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nées d’une certaine manière avec les constantes 'dx, dy, dz, De 

nouvelles différentiations, relatives à la variable a, devant produire 
de nouvelles fonctions du même genre, nous sommes en droit de con- 
clure que les expressions (4) seront les seules quantités variables 
renfermées, non seulement dans F(a) et F'(a), mais aussi dans F"(a), 
F"'(a), ..., et généralement dans F (H) (a), n désignant un nombre 
entier quelconque. Par suite, les différences 

F(«) — F(o), F'(ot) — F'(o), F"(«) — F"(o), ..., F ( ">(a) — F ( "’(o) 


seront précisément égales aux accroissements que reçoivent les fonc- 
tions de x, y, z, ... représentées par 

F(o), F'(<>), F"(o), ..., F (n) (o), 

lorsqu’on attribue aux variables indépendantes les accroissements 
inliniment petits a dx, <x.dy, a dz , .... Cela posé, comme on aF(o) = u, 
on trouvera successivement, en faisant converger a vers la limite zéro, 


F'(o) = 

lim 

F(«) — 

j'|o) 

— lim 

A a 

" ClU y 



OL 



a 



F"(o) = 

lim 

F(«L- 

F'(o) 

— lim 

A du 

-- d d u 

-d’-u, 


a 



Cf. 



F'"(o) = 

lim 

F"(a) - 

F>) 

lim 

A d'-u 

■=. d d 2 u 

---- d' u, 


a 



OL 



Ff")(o) - 

lim 

F<"-‘>(a) — F<"-0( o ) 

a 

:r- lim 

A d n ~ x 

a 

u . , 

— dd n - 

1 ” d n u 


Kn résumé, l’on aura 


| u — F( o), du — F'(o), d 3 u -- F"(o), 

\ d 3 u F'"(o), ..., d n u — F (,,, (o). 

Ainsi, pour former les différentielles totales du, d-u, .... d"u, il suf- 
fira de calculer les valeurs particulières que reçoivent les fonctions 
dérivées F'(a), F"(a), . . . , F^a), dans le cas où la variable a s’éva- 
nouit. 
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Parmi les méthode's propres à simplifier la recherche des différen- 
tielles totales, on doit encore distinguer celles qui s’appuient sur la 
considération des valeurs symboliques de ces différentielles. 

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole tout»' 
combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, 
ou à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit 
naturellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes 
celles qui, prises à la lettre et interprétées d’après les conventions 
généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant ou altérant, 
selon des règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles 
qu’elles renferment. Dans le nombre des équations symboliques qu’il 
est utile de connaitre, on doit comprendre les équations imaginaires 
(voir Y Analyse algébrique, Chapitre VI J) et celles que nous allons 
établir. 

Si l’on désigne par a, b, c, .. . des quantités constantes et par l, m, 
n, ...,/>, q, r, .. . des nombres entiers, la différentielle totale de 
l’-ex pression 

(6 ) a d' x cl " 1 d". ...« + /> d'ÿ dj d'....u-\-... 

sera donnée par la formule ■ 

d ( a d‘ x d'" d' 1 . . . u -h b d’’. d ! ' d r .. . . u -t- . . . ) 
d x tf(i d' x d " 1 d! . . . il - r b d' x d'ÿ d'i 
d y ( a 4 d"‘ d'i . . .11 + b d'ÿ d[ d'i .) 
d z ( a 4 4 4 ... u H- b 4 d ] 4 ... u +...).. . 
a d l J 1 d'y 4 ...» 4 - « 4 4 ,+l 4 • • • u 4 - a d[ r d 1 " d'y 1 . . .n - t- . . . 

0 dy 1 d'ÿ 4 ••• « 4 - ••• • 

De cette formule réunie à l’équation (4) de la treizième Leçon, on 
déduit immédiatement la proposition suivante : 

Théorème. — Pour obtenir la différentielle totale de l’expression (6), 
il suffit de multiplier par d le produit des deux facteurs 

<744-4... 4 -A4 4 4.. 



. 4- . . 
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et u 9 en supposant d = d x -h d y -\- d z -*r . . . ,et opérant comme si les nota- 
tions d, d x , d y , d z , ... représentaient de véritables quantités distinctes les 
unes des autres , de développer le nouveau produit , en écrivant , dans les 
différents termes , les facteurs a, />, c, ... à la première place, et la lettre u 
à ta dernière , puis de concevoir que, dans chaque terme , les notations d x , 
d y , d z , ... cessent de représenter des quantités et reprennent leur signifi- 
cation primitive . 

Exemples . — En déterminant, a l’aide de ce théorème, la différen- 
tielle totale de l'expression 

( 8 ) d x u -I- d y u 4 - d z a H-- . . . , 

on obtiendra précisément la valeur de ddu ou de d 2 u, que fournil 
l’équation (7) de la Leçon précédente. *En appliquant de nouveau le 
théorème à cette valeur de dru, on obtiendra celle de d'u, et ainsi de 
suite. 

Nota. — Lorsqu’on ne fait qu’indiquer les multiplications, à l’aide 
desquelles on peut, d’après le théorème, calculer la différentielle 
totale de l’expression (G), on obtfent, au lieu de l’équation (7), la 
formule symbolique 

( d(a d' x d" 1 b d'J. d'' d'.. 

^ I (a d 1 ,. d'y d" . . I) d'j. d'ty d '.. . . H- . . .) (d x + d y + d z + . . .) u. 

Comme, dans la formule (9), les notations*/*, d y , d z , ... sont employées 
pour représenter des différentielles, cette formule, prise à la lettre, n’a 
aucun sens; mais elle redevient exacte, dès qu’on a développé son 
second membre à l’aide des règles ordinaires de la multiplication 
algébrique, et en opérant comme si d x , d } , d z , ... étaient de véritables 
quantités. 

Lorsqu’à l’expression (G) on substitue l’expression (8), et que l’on 
différentic cette dernière plusieurs fois de suite, on obtient par les 
mêmes procédés les valeurs symboliqucsdcs différentielles totales */-«, 
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(Pu, . . . , savoir 

( d x 4— ci y -4- cl z -i- . . . ) ( cl# H- ci y -h ci z u y 

( d x -4- cly-\- d z -i- . . . ) ( d x -h dy -■+- d z -h . . . ) ( d x ■+■ d x -(- d z . . . ) u, 


Kn joignant à ces valeurs symboliques celle de du , puis écrivant, pour 
abréger, 

( dx -f- dy 4- d z -4- . . . )“ 


au lieu de 


( d x -4- dy -+- d : 4- . . . ) ( d x ~4~ dy -(- d z -f- , . . ), 


et 

au lieu de 


(d x -4- dy ~f - ci z -\~ . . . ) 3 


( d x -4- dy -f- d z -\~ . • • ) ( dx -4- “H «/- -f- . . . ) ( d x ci y ~ \~ d z - f- . . . ) , 

etc., on formera les équations symboliques 

I d u — . ( d x -4- dy -i ci z -t . . . ) u , 

' t/ 2 il -|~ riy -f - d z -'r .. .y u, 

j d 3 il — ~ [ci x -4- dy -f- d • -4- . • . ) 3 // , 

i » 

et l’on aura généralement, rc désignant un nombre entier quelconque, 


0 0 


<:/'* // — - ( d x -h cl y -4- d- -4- . . . ) u u. 


Soit maintenant 

(12) S — Y {u, r, (V, . . .), 

//, e, ne, ... étant des fonctions des variables indépendantes x , y, 
c-, On trouvera encore 


( 1 3 ) d rl s ( d x -4- dy -4 -d z -*r , . .) n s. 

Il est très facile de développer le second membre de cette dernière 
équation, dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de x seule, 
e fonction de y seule, u fonction de z seule, etc. D’ailleurs, pour 
passer de ce cas particulier au cas général, il suffira évidemment de 
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remplacer d x u, d\u , . . . par du, d 2 u , d*u , ...; d y v, d y v , . . . par dv % 
d 2 v, ... ; ...» c’est-à-dire d’effacer les lettres .r, y 9 s 9 ... placées au 
bas de la caractéristique, d. Donc il sera facile, dans tous les cas, de 
tirer de la formule (i3) la valeur de d n s. Prenons, pour fixer les idées, 
sz= uv. En opérant, comme on vient de le dire, on trouvera successi- 
vement 


( 1 4 ) d n ( ttv ) -n U d'y e 4- J dj. a H” “ 1 V -H u ci»- 2 r ...f ~ dy V d* 1 u 


( 1 5 ) d n ( uv ) -- « d" r -f- -- <:/// r/"~ l c -+- // -h. . . -h r/"" 2 // -s- 

i i . 'i i 


La dernière formule subsiste, quelles que soient les valeurs de u , 
e, en .r, y, et dans le cas même où u , e se réduisent à deux fonctions 
de x. 

Exemple : 

c «.r ^ n n e ax r R // ( // — | ) /* ( n — | ) ( n _ 2 ) /7 ( // — j j ... i 

.r [ dx (dx- cd x* ^ " «".r'* 


c*(> 

v’ d" a 


dx n . 
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QUINZIÈME UEÇON. 

RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE ET LEURS DÉRIVÉES 
OU DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES. USAGE DE CES DIFFÉRENTIELLES DANS LA 
RECHERCHE DES MAXIMA ET MINIMA. 


Supposons que la fonction f(x ) s’évanouisse pour la valeur parti- 
culière x 0 de la variable x. Concevons de plus que cette même fonc- 
tion et ses dérivées successives, jusqu’à celle de l’ordre n, soient 
continues dans le voisinage de la valeur particulière dont il s’agit, 
et que la continuité subsiste pour chacune d’elles entre les deux 
limites x — x 0 , x = x 0 -+- h. L’équation (G) de la septième Leçon 
donnera 

/( x 0 -4- /()=/( ■*•„) -t- h /'( x o -+-0lt) — /i /'( x 0 -h 0 h ), 

0 désignant un nombre inférieur à l’unité; ou, en d’autres termes, 

(i) f(x 3 -+- h) — h f(x 0 -\- hy), 

h , désignant une quantité de même signe que h, mais d’une valeur 
numérique moindre. Si les fonctions dérivées /'(x), /"(x), .... 
f"~ { (x) s’évanouissent à leur tour pour x = x 0 , on trouvera encore 

/' (.r 0 4- /i, ) -- hy f'\x o 4- /h ), 

/"(.r 0 -4 /ij) — // 2 f 0 {x o 4- fi 3 ), 

y 

/(«-*) (X 0 -h /(„_,) /<«>(■*<> + h„), 

/*,, h.,, /i 3 , ..., h n représentant des quantités qui seront toutes de 
même signe, mais dont les valeurs numériques décroîtront de plus 
en plus. Des équations ( 2 ) réunies à l’équation ( 1 ), on déduira sans 
peine la suivante 

( 3 ) f( 4' 0 4- h ) — /l fly/l t . . (■ï'o "t" /*»)> 
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dans laquelle h a sera une quantité de même signe que h, et le pro- 
duit h h, une quantitçjde même signe que h". Ajoutons que 

les deux rapports —~jpi — seront des nombres évidemment 

compris entre les limites oet i, de sorte qu’en désignant par 0 et 0 
deux nombres de cette espèce, on pourra présenter l’équation (3) 
sous la forme 

(4 ) /(a?, -t- h) — &h n f ( "\x n S h). 

Si l’on imagine que la quantité h devienne infiniment petite, la for- 
mule (4) subsistera toujours, et l’on trouvera, en écrivant i au lieu 
de h , 

( à ) f{x „ -+ i ) . (-) L“ f< « > ( ,r 0 -h 0 i). 

De plus, comme, pour de très petites valeurs numériques de i, l’ex- 
pression f [ "\x 0 -\- 0 i ) sera très peu différente de f (,l> (x 0 ), on déduira 
immédiatement de l’équation (5) la proposition que je vais énoncer. 

Théorème I. — Supposons que la fonction f ( x ) et ses dérivées succes- 
sives, jusqu’à celle de l’ordre n, étant continues par rapport à x dans le 
voisinage de la valeur particulière x — x n , s évanouissent toutes, à l’ex- 
ception de f { “\x), pour cette même valeur. Alors, en désignant par i une 
quantité très peu différente de zéro, et posant x -- ,r„ on obtiendra 
jiotir f(x) une quantité affectée du même signe que le produit i" f"Hx ü ). 

11 est aisé de vérifier ce théorème sur la fonction 

J(x) - ( X — ,l\ )« tp (x). 

lorsque la fonction f(x) cesse de s’évanouir pour x = a?„, le théo- 
rème I peut être remplacé par le suivant : 

Théorème 11. — Supposons que les fonctions 

/(*)> /'(■*)< /"(■*•), .... f (tt) (x), 

étant continues par rapport à x dans le voisinage de la valeur particu- 
lière x — x„, s’ évanouissent toutes, à l’exception de la première f(x) et 

Œuvres de C • — - vS. fl, t. (V. 13 
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de la dernière f'“\x'j, pour celte valeur. En désignant par i une quantité 
très peu différente de. zéro, on obtiendra pour la différence infiniment 
petite f(x„ 4- i) — f(x„) une valeur affectée du même signe que le pro- 
duit i" f {n] (x a ). 

Démonstration. — Pour déduire le théorème II du théorème I, il 
suffit de substituer à la fonction /(.r) la fonction f{x) — f(x 0 ), qui a 
les mêmes dérivées que la première, et qui, de plus, s’évanouit pour 
x — x„. En vertu de la même substitution, l’équation (5) se trouvera 
remplacée par la suivante : 

(6) /(*•,+ /) -f(.r 0 )=®i»f<») (j . 0 + Qi). 

Si maintenant on écrite au lieu de.r 0 , et si l’un pose 
/(■*) — Y, Ax = i=oüi, 
l’équation {6) prendra la forme 

( 7 ) Ay = 0 a" ( d" y + (3), 

fi désignant, aussi bien que a, une quantité infiniment petite. Toute- 
fois il est essentiel d’observer que la formule (7) subsistera seule- 
ment pour la valeur particulière x — x n . 

Corollaire. — Les mêmes choses étant admises que dans le théo- 
rème II, supposons qu’après avoir assigné à la variable x la valeur x„ 
on attribue à cette même variable un accroissement infiniment petit. 
L’accroissement correspondant de la fonction f(x) sera, si n désigne 
un nombre pair, une quantité constamment affectée du même signe 
que la valeur de f { "\x) ou de d"v, correspondante à x — x„. Si, au 
contraire, n représente un nombre impair, l’accroissement de la fonc- 
tion changera de signe avec celui de la variable. 

Nous avons fait voir dans la sixième Leçon que les valeurs de x, 
qui, sans rendre discontinue l’une des fonctions f(x), f\x), don- 
naient pour la première des maxima ou des minima, étaient néces- 
sairement des racines de l’équation 


( 8 ) 


f\x) -z O. 
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Or, à l'aide de ce qui précède, on pourra décider, en général, si une 
racine de l’équation (8) produit un maximum ou un minimum de 
f(x). En effet, soient x 0 cette racine et f w (x) la première des déri- 
vées de f{x) qui ne s’évanouisse pas avec f(x), pour la valeur parti- 
culière x~~x„. Supposons de plus que, dans le voisinage de cette 
valeur particulière, les fonctions f(x), f'(x ), ..., f { "\x) soient 
toutes continues par rapport à x. Il suit évidemment du théorème II 
que f(x 0 ) sera un maximum si, n étant un nombre pair, f { " ] ( x„ ) a 
une valeur négative, et un minimum si, n étant un nombre pair, 
f (,l) (x) a une valeur positive. Si n était un nombre impair, l’accrois- 
sement de la fonction changeant de signe avec celui de la variable, 
f(x) ne serait plus ni un maximum ni un minimum. En observant 
d’ailleurs que les différentielles d fi x ) , d-f(x), ... s’évanouissent 
toujours avec les fonctions dérivées f(x), f"(x), ... et que, pour 
des valeurs paires de n, d" f(x) -- f { " (x) dx n a le même signe que 
f [ "\x), on se trouvera naturellement conduit à la proposition sui- 
vante : 

TiiF.oitr.MK III. — Soit y — f (x) une fonction donnée de la variable x. 
Pour décider si une racine de l’équation dy - o produit un maximum 
ou un minimum de la fonction proposée, il suffira ordinairement de cal- 
culer les valeurs de d-y , d'y, d'y, . . . correspondantes à cette racine. Si 
la valeur de d-y est positive ou négative , la valeur de y sera un minimum 
dans le premier cas, un maximum dans le second. Si la valeur de d- y se 
réduit à zéro, on devra chercher parmi les différentielles d :t y, d'y, ... la 
première qui ne $’ évanouira pas. Désignons celle-ci par d n y. Si n est un 
nombre impair, la valeur de y ne sera ni un maximum ni un minimum. 
Si, au contraire, n est un nombre pair, ta valeur de y sera un minimum, 
toutes les fois que la différentielle d"y sera positive, et un maximum, 
toutes les fois que la différentielle d"y sera négative. 

Nota. — Il faut admettre pour le théorème III, comme pour les 
deux premiers, que la fonction y et ses dérivées successives, jusqu’à 



92 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL. 

celle de l’ordre n 9 sont continues dans le voisinage de la valeur parti- 
culière attribuée à la variable x. 

Si, aü lieu de prendre pour y une fonction explicite de la variable x 9 
on supposait la valeur de y en x donnée par une équation de la forme 
u — o, le théorème III serait toujours applicable. Seulement, dans 
cette hypothèse, les valeurs successives de dy 9 d\y 9 d 3 y 9 . . . devraient 
être déduites des équations différentielles 

du " o, d 2 u ~~ o, d*u — o, .... 


Exemple . — Soit 

y "i; ,r a e ~ x 9 

a désignant une quantité positive. On aura 

J y a 1 æ — æ. 

En différentiant deux fois de suite la dernière équation, on trouvera 



puis, en posant dy — o, et faisant abstraction de la valeur zéro que y 
ne peut recevoir, 



La valeur de rf-ydonnée par la seconde des formules ( 9 ) étant néga- 
tive, il en résulte que la valeur de r donnée par la première fournit 
un maximum de y. 
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SEIZIÈME LEÇON. 


USAGE DES DIFFEBENTiEU.ES DES DIVERS ORDRES DANS I.A RECHERCHE DES MAXIMA 
ET MINIMA DES FONCTIONS DE l’I.ISIULTlS VARIABLES. 


Soit u ~ /(x, y, z , . . .) une fonction des variables indépendantes x, 
y, r-, .... et posons, comme dans la dixième Leçon, 

(0 /(■» a. dx, y -i- « dy, s H- x dz, .. .)--F(a). 


Pour que la valeur de u relative à certaines valeurs particulières de x, 

y, z, ... soit un maximum ou un minimum, il sera nécessaire et il 
suffira que la valeur correspondante de F(a) devienne toujours un 
maximum ou un minimum, en vertu de la supposition a o. On en 
conclut (voir la dixième Leçon) que les systèmes de valeurs de x, y, 

z, . . . qui, sans rendre discontinue Lune des deux fonctions u et du, 
fournissent pour la première des maxima ou des minima, vérifient 
nécessairement, quels que soient dx, dv, dz, . . . , l’équation 

(■>.) dit n o, 


et, par conséquent, les suivantes 


(•>) 


du 

dx °’ 




Soient x„, y„, . . . les valeurs particulières de x, y, . dont se 

compose un de ces systèmes. La valeur correspondante de F(a) di i - 
viendra un maximum ou un minimum pour a — o, quelles que soient 
les différentielles dx, dy, dz, . . . , si, pour toutes les valeurs possibles 
de ces différentielles, la première des quantités F (o), F"(o), F"'(o), . . . 
qui ne sera pas nulle correspond à un indice pair et conserve tou- 
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* ♦ 

jours le même signe ( voir la quinzième Leçon). Ajoutons que F(o) 
sera un maximum, si la quantité dont il s’agit est toujours négative, 
et un minimum, si elle est toujours positive. Lorsque celle des quan- 
tités F'(o), F"(o), F"'(o) qui cesse la première de s’évanouir, 

correspond à un indice impair, pour toutes les valeurs possibles 

de dx, < ly , dz ou seulement pour des valeurs particulières de ces 

mêmes différentielles, ou bien encore, lorsque cette quantité est 
tantôt positive, tantôt négative, alors F(o) ne peut plus être ni un 
maximum, ni un minimum. Si maintenant on a égard aux équa- 
tions (5) de la quatorzième Leçon, savoir, 

F(o) --u u, F'( o ) du, F"(o) d- u y . . 

on déduira des remarques que nous venons de faire la proposition 
suivante. 


Théorème. — Soit u =- f(x, y, z, . . .) une fonction donnée des va- 
riables indépendantes x, y, z, .... Pour décider si un système de valeurs 
de æ, y, z, . . . propre à vérifier les formules (3) produit un maximum 
ou un minimum de la fonction u , on calculera les valeurs de d 2 u , (P u , 
d'u, . .. qui correspondent à ce système , et qui seront évidemment des 
polynômes dans lesquels il n y aura plus d’ arbitraire que les différen- 
tielles dx ~~ //, dy - l\ dz -ml, .... Soit 


. . . d n a . d' 1 u . 

” Sï» '* + Sf- 4 " 


n d n u , , . 

.-4- — ,- T -h nA k 

i dj: n dy 


le premier de ces polynômes qui ne s évanouira pas , n désignant un 
nombre entier qui pourra dépendre des valeurs attribuées aux différen- 
tielles h, k, /, . . . . Si, pour toutes les valeurs possibles de ces différentielles , 
n est un nombre pair , et d" u une quantité positive , la valeur proposée 
de u sera un minimum. Elle sera un maximum , si, n étant toujours pair, 
d n u. reste toujours négative. Enfin, si le nombre n est quelquefois impair, 
ou si la différentielle d n u est tantôt positive , tantôt négative, la valeur 
calculée de u ne sera ni un maximum, ni un minimum. 


Nota. 


Le théorème précédent subsiste, en vertu des principes 
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établis dans la quinziéme Leçon, toutes les fois que les fonctions F(a) 
F'(a),...., F (n, (a) sont continues par rapport à a, dans le voisinage 
de la valeur particulière a = <>, ou, ce qui revient au même, toutes 
les fois que u, du, d-u, . .., d"u sont continues, par rapport aux 
variables x, y, z, . . . dans le voisinage des valeurs particulières attri- 
buées à ces mêmes variables. 


Corollaire I. — Concevons que, pour appliquer le théorème, on 
forme d’abord la valeur de l’expression 


( 5 ) 


n f, ‘ " i - ,Pu ,, 


d.T- 


d 2 u . . 
9 cix d v lk 


en substituant les valeurs de a-, y, z, . . . tirées des formules (3) dans 

les fonctions dérivées •••> — On trouvera zéro pour 

résultat, si toutes ces dérivées s’évanouissent. Dans l’hypothèse con- 
traire, d~u sera une fonction homogène des quantités arbitraires//, k, 
l, ..., et, si l’on fait alors varier ces quantités, il arrivera de trois 
choses l’une : ou la différentielle d-u conservera le même signe, sans 
jamais s’évanouir; ou elle s’évanouira pour certaines valeurs de//, 

/, ..., et reprendra le même signe, toutes les fois quelle cessera 
d’être nulle; ou elle sera tantôt positive et tantôt négative. La valeur 
proposée de u sera toujours un maximum ou un minimum dans le 
premier. cas, quelquefois dans le second, jamais dans le troisième. 
Ajoutons que l’on obtiendra, dans le second cas, un maximum ou un 
minimum, si, pour chacun des systèmes de valeurs de //, k, l, ... 
propres à vérifier l’équalion d'*u ~ o, la première des différentielles 
d 3 u, d' u, . . . qui ne s’évanouit pas est toujours d’ordre pair et affectée 
du même signe que celles des valeurs de d-u qui diffèrent de zéro. 


Corollaire IL — Si la substitution des valeurs attribuées à x, y. 
z,' ... réduisait à zéro toutes les dérivées du second ordre, alors. 
d 2 // étant identiquement nulle, il ne pourrait y avoir ni maximum, 
ni minimum, à moins que la même substitution ne fît encore évanouir 
d'-' u, en réduisant à zéro toutes les dérivées du troisième ordre. 
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Corollaire III. — Si la substitution des valeurs attribuées à x, y, 
z, . . . faisait évanouir toutes les dérivées du second ordre et du troi- 
sième, on aurait identiquement d*u — o, d 3 u = o, et il faudrait 
recourir à la première des différentielles d k u, d 3 u, ... qui ne serait 
pas identiquement nulle. Si cette différentielle était d’ordre impair, 
il n’v aurait ni maximum, ni minimum. Si elle était d’ordre pair ou 
de lu forme 


r/ 2 " 

( 0 ) d‘ 1 "' u — -- 


: /,«»» . 


d- m // 


/ % 2 m . 




d lm u 


dx' lu 


dy 


A 2 '"- 1 k -I- . 


il pourrait arriver de trois choses l’une : ou la différentielle dont il 
s’agit conserverait constamment le même signe, pendant que l’on 
ferait varier A, k, l sans jamais s’évanouir; ou bien elle s’éva- 
nouirait pour certaines valeurs de h, k, l et reprendrait le même 

signe, toutes les fois qu’elle cesserait d’être nulle; ou elle serait tantôt 
positive, tantôt négative. La valeur proposée de u serait toujours un 
maximum ou un minimum dans le premier cas, quelquefois dans le 
second, jamais dans le troisième. De plus, afin de décider, dans le 
second cas, s’il y a maximum ou minimum, il faudrait, pour chaque 
système de valeurs de A, k, l , . . . propres à vérifier l’équation d-‘" u = o, 
chercher parmi les différentielles d’un ordre supérieur à im celle qui 
la première cesse de s’évanouir, et voir si cette différentielle est tou- 
jours d’ordre pair et affectée du même signe que les valeurs de d-’" u 
qui diffèrent de zéro. 

Il est essentiel d’observer que la valeur de d-u donnée par la for- 
mule (6), étant une fonction entière, et par conséquent continue des 

quantités A, k, / ne saurait passer du positif au négatif, tandis 

que ces quantités varient, sans devenir nulle dans l’intervalle. Remar- 
quons en outre que, si la quantité u était une fonction implicite des 
variables x, y , z, . . . , ou si quelques-unes de ces variables devenaient 
fonctions implicites de toutes les autres, chacune des quantités du, 
d-u, d*u, ... se trouverait déterminée par le moyen d’une ou de plu- 
sieurs équations différentielles, en fonction des différentielles des 
variables indépendantes. 
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Exemple. — Supposons que, a, b, c k, p,q,r, ... désignant 

des constantes positives, et x, y, s, ... des variables assujetties à 
l’équation 

aœ -h if y -h es -h. . .zzz k> 

on cherche le maximum de la fonction u ~ x p y q z r . . . ; on trouvera 



et par suite on tirera de la formule (io) (onzième Leçon) 

P __ _ jr __ __ p -h g h- / j 4- . . . 

c .: * ’ X 

r p '/ A’ ? _ 

a p + 74-/’ + ... 4/ i /) + y + ’ 

Comme les valeurs précédentes de a;, y, s, . . . rendront constam- 
ment nulle etr/-« constamment négative, elles fourniront un maximum 
de la fonction u. 


OF.uvres de C. — S. Il, t. IV. 


i3 
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DIX-SEPTIËME LEÇON. 


DES CONDITIONS QUI DOIVENT ÊTRE REMPLIES POUR QU’UNE DIFFERENTIELLE TOTALE 
NE CHANGE PAS DE SIGNE, TANDIS QUE L’ON CHANGE LES VALEURS ATTRIBUÉES AUX 
DIFFÉRENTIELLES DES VARIABLES INDÉPENDANTES. 


D’après ce qu’on a vu dans les Leçons précédentes, si l’on désigne 
par u une fonction des variables indépendantes x, y, z, . . . , et si l’on 
fait abstraction des valeurs de ces variables qui rendent discontinue 
l’une des fonctions u, du, d- u, .... la fonction u ne pourra devenir 
un maximum ou un minimum que dans le cas où l’une des diffé- 
rentielles totales d' 2 u, d*u, d°u, .... savoir la première de celles qui 
ne seront pas constamment nulles, conservera le même signe pour 
toutes les valeurs possibles des quantités arbitraires dx — h, dy — k , 
dz = l, . . . , ou du moins pour les valeurs de ces quantités qui ne la 
réduiront pas à zéro. Ajoutons que, dans la dernière supposition, 
chacun des systèmes de valeurs de h, k,l, ... propres à faire évanouir 
la différentielle totale dont il s’agit devra changer une autre différen- 
tielle totale d’ordre pair en une quantité affectée du signe que con- 
serve la première différentielle, tant qu’elle ne s’évanouit pas. D’ail- 
leurs, les différentielles d 2 u, d'u, d^u, ... se réduisent, pour des 
valeurs données de x, y, z à des fonctions entières et homo- 
gènes des quantités arbitraires h, k, l, De plus, si l’on appelle r , 

s, l, ... les rapports de la première, de la seconde, de la troisième de 
ces quantités, ... à la dernière d’entre elles, la différentielle 


(*) 


d lm u 

d* m U = j-r - W '< 
dx lnl 


d i,n u 

- k* m - 

dy* ni 

3/n d 2,n u 


d 2m u 
dz* 7 * 1 


i dx- ,n ~ l dy 


h* m ~ l k 
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sera évidemment affectée du même signe que la fonction entière de r, 
s, t , ... à laquelle on parvient en divisant d îm u par la puissance im 
de la dernière des quantités h, k, l, .... c’est-à-dire du même signe 
que le polynôme 


( 2 ) 


d Un u 
dx*"‘ ‘ 


d lm u 
dy ' tm ' 


d 2,n u 


t ïm 


-h . . . 4- 


i m d im u 


i dx %, *-'dy 


En substituant un polynôme de cette espèce à chaque différentielle 
d’ordre pair, on reconnaîtra que la recherche des maxima et minima 
exige la solution des questions suivantes : 

Problème I. — Trouver les conditions qui doivent être remplies pour 
qu’une fonction entière des quantités r, s, l, ... ne change pas de signe, 
tandis que ces quantités varient. 

Solution. — Soit F(r,#,/, ...) la fonction donnée, et supposons 
d’abord les quantités r, s, t, ... réduites à une seule r. Pour que la 
fonction F(r) ne change jamais de signe, il sera nécessaire et il suf- 
fira que l’équation 


(3) 


F(/') ~o 


n’ait pas de racines réelles simples, ni de racines réelles égales en 
nombre impair. En effet, si, r 0 désignant une racine réelle de l’équa- 
tion (3), m un nombre entier et R un polynôme non divisible par 
r — r 0 , on avait 

F( /•) = (!• — , 0 ) K ou F(/-) = (r-r,)*»+'R, 

il est clair que, pour deux valeurs de r très peu différentes de mais 
l’une plus grande et l’autre plus petite, la fonction F(r) obtiendrait 
deux valeurs de signes contraires. De plus, comme une fonction con- 
tinue de r ne saurait changer de signe, tandis que r varie entre deux 
limites données, sans devenir nulle dans l’intervalle, il est permis 
d’affirmer que, si l’équation (3) n’a pas de racines réelles, son pre- 
mier’ membre conservera toujours le même signe, sans jamais s’éva- 
nouir, et qu’il s’évanouira quelquefois sans jamais changer de signe, 
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s’il est le produit de plusieurs facteurs de la forme (r — r o y m par un 
polynôme qui ne puisse se réduire à zéro, pour aucune valeur réelle 
de r. 

Revenons maintenant au cas où les quantités r, s, t, .. . sont en 
nombre quelconque. Alors, pour que la fonction F(r, $,/,...) ne 
puisse changer de signe, il sera nécessaire et il suffira que l’équa- 
tion 

(4) F(r, — o, 

résolue par rapport à r, ne fournisse jamais de racines réelles simples, 
ni de racines réelles égales en nombre impair, quelles que soient d’ail- 
leurs s, t, 

Corollaire 1. — La fonction F(r) ou F(r, s,l, . . .) conserve constam- 
ment le même signe lorsque l’équation (3) ou (4) n’a pas de racines 
réelles. {Voir, pour la détermination du nombre des racines réelles 
dans les équations algébriques, le XVII e Cahier du Journal de l’École 
Polytechnique, p. 457-) 

Corollaire II. — Soit u = f{x,y). La différentielle totale 


(5) 


J, dr II „ (P II , , d- U 

d U - dxi _ h- + k + 2 1 ^ d - Y 


hk 


conservera constamment le même signe, si l’équation 


(6) 


(C u , d 1 u d 3 u 

dx 2 2 dx dy ' dy- ° 


n’a pas de racines réelles, c’est-à-dire si l’on a 

d î u d i u f d 2 u \ ! 

" dx 2 dy 2 \dxdy) " > °‘ 

Lia même différentielle pourrait s’évanouir sans jamais changer de 
signe, ai le premier membre de la formule ( 7 ) se réduisait à zéro, 
et admettrait des valeurs de signes opposés, si ce premier membre 
devenait négatif. 



CALCUL DIFFÉRENTIEL, 


lOt 


Corollaire III. — Soit u = f(x,y, s). La différentielle totale 

/ o \ , d*u . d*u . d*t< (Pu 

(8) d U ~d^ h '^d^ k +2 dFd^ ,lk+2 dhTdz kl ' b2 dfrJ l 

conservera constamment le même signe, si l’équation 


( 9 ) 


æu 

dx 1 


r 2 4 - 2 


/ d*u ci 1 u \ 
\dxdy' dxdz) 


d"- u 


d*i 


r , , 

«J* 


d*U 

s ^d^=°' 


résolue par rapport à r, n’a jamais de racines réelles, c’est-à-dire si 
l’on a, quelle que soit 


(io) 


/ r^ 2 « \*~ 

] } d?.z‘ 2 <4 ' 2 jk \dx dy) 


d 2 u 
dx dy 

^fd 2 u d % u d 12 u 

^ydx* dÿd^ 


d 2 u d 2 « \ 

dx dz / 


d 2 u d-u 
dx* dz 2 


( dUi^ 
\ dx cl z 


> o. 


Cette dernière condition sera elle-même satisfaite quand on aura 

I d 2 u d*u f d 2 u \ 2 

dx* dy 2 \dxdy) ^ ° 

et 

__ / d 2 u yi Vd*a d 2 a f d 2 u \*"1 

L dx* dy 2 \dxdy) J | f/^ 2 âk* J 

/*/*« r/ 2 ^ c/ 2 a d 2 u Y 
\ dx- dy dz dx dy dxdz) ^ ° * 


Scohe. — Soit w = ~ f(x 9 y 9 z, . . .) une fonction do « variables indé- 
pendantes j', s, . . et posons 


(12) 


| F ( /> t , . 


c/ 2 u d 2 1< 

- 2 -7— / .î 4- 2 ~ 

«.z* o/ dx dz 


ri 


dy dz 


La différentielle d 2 u et la fonction F(r, s,t, .. .) seront toujours affec- 
tées du même signe que la quantité si le produit ~F(r, s,i, . . .) 
est toujours positif. Or c’est évidemment ce qui aura lieu, si chacun 
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des produits 


(>3) 


d x u T , / , cPu . d x u _ 

d^ F{r) ’ W F(r ' a)t dF< Hr ’ s ’ t] ’ 


obtient pour valeur minimum une quantité positive. D’ailleurs, si 
l’on fait 


_ d 1 u .. ci* u rf ! «_/ 
l *—dx*dy* \ 


d' ti V 
dx dy 


et si généralement on désigne par D„ le dénominateur commun des 
valeurs de h, k, l, ... tirées des équations (voir Y Analyse algébrique, 
p. 8o)(<) 


d 1 u 
d x~ 2 * 

d 2 u 


d* u . d 1 a 
dTd y^dxdz 1 ^ 


04) 


1 y 


J ^ “ , 

dx dy 1 + dy 2 
d 2 u . d 2 u t d 2 u . 

dZTz h +dÿ& k + -x * 1 +••• = '» 


d 2 u 
dy dz 

d 2 u 


on prouvera sans peine que les valeurs maxima ou minima des fonc- 
tions F(r), F(r, s), F(r, s, t), ... sont respectivement 


(i5) 


D 2 I)., I) 4 D„ 

D,’ J> 2 ’ 1) 3 ’ D»_, 


Donc la différentielle d-u conservera constamment le même signe, si 
les fractions (i 5), multipliées par D,, donnent des produits positifs 
ou, ce qui revient au même, si D,, D 3 , D 4 , . .. , D n sont affectées des 
mêmes signes que D*, D’, D', . . . , 

Lorsqu’on suppose simplement u fonction de trois variables x, y, 
les conditions qu’on vient d’énoncer se réduisent aux deux suivantes 
D 2 >o, D,D 3 >o, et coïncident avec celles que fournissent les for- 
mules (i i). 

Problème II. — Étant données deux fonctions entières des variables r, 
s, t, . . . , trouver les conditions qui doivent être remplies pour que la 


(*) OEuvrcs de Cauchy, S. U, T. III, p. 78. 
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seconde fonction conserve un signe déterminé, toutes les fois que la pre- 
mière s* évanouit. 

Solution, — Soient 

F ( r, s 9 t, . , , ) 

la première fonction et 

la seconde. On éliminera r entre les deux équations 

F ( /*, s, t> . . . ) = o et R ~ 5 ( /•, s, t , . . . ). 

L’équation résultante, étant résolue par rapport à R, devra fournir 
pour cette quantité une valeur affectée du signe convenu, toutes les 
fois que Ton attribuera aux variables s , . des valeurs réelles aux- 

quelles correspondra une valeur réelle de la variable r. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

DIFFÉRENTIELLES D’UNE FONCTION QUELCONQUE DE PLUSIEURS VARIABLES DONT CHACUNE 
EST A SON TOUR UNE FONCTION LINÉAIRE D’AUTRES VARIABLES SUPPOSÉES INDÉPEN- 
DANTES. DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS ENTIÈRES EN FACTEURS RÉELS DU PREMIER 
OU DU SECOND DEGRÉ. 


Soient a , b> c , . . . , h des quantités constantes et 
( i ) u — ax -f- b y 4- cz -4- . . . -h /* 

une fonction linéaire des variables indépendantes x, y 9 z , La dif- 

férentielle 

( a ) du a dæ -h b dy c dz - h . . . 

sera elle-même une quantité constante, et par suite les différen- 
tielles d 2 u y d A u , ... se réduiront toutes à zéro. On conclut immédiate- 
ment de cette remarque que les différentielles successives des fonc- 
tions /(//), f(u 9 e), f(u 9 e, o\ . . .), ... conservent la même forme, 
dans le cas où les variables u, e, iv, ... sont considérées comme indé- 
pendantes, et dans le cas où u, e, w 9 ... sont des fonctions linéaires 

des variables indépendantes x , y, z 9 Ainsi on trouvera, dans les 

deux cas, pour s = f(u), 

ds -rzzf r (u)du, 
d 2 s ^f"(u)du\ 
d z s = /"'( u) du z , 

» 

d n s — /<»>( il) du 



(3) 
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pour s — f(u, v), 

) du* i du ll ~ ] dv 

+ 1 ( IA“’ j:> du <*—> + AA“ii) dv n . 

H i rf«rfr'-* dv* ’ 

pour s=f(u)f(v), 

d"s / (,li («) /(c) du" + - c/h" c/c . . 
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(4) 


(5) 


I 


+ Y /'{ u) fl* e ) du dv* ~ l 4-/( m ) /<">( e ) 7e'S 


etc. 

Il est facile de s’assurer que, si l’on représente par /(«), /(e), 
/(//, e), . . . des fonctions entières des variables //, e, te, . . . , les for- 
mules (3), ( 7 |), (j), ... subsisteront lors même que, //, e, u\ ... 

étant fonctions linéaires de x\ y, ^ les constantes a, A, r; 

/*, ... comprises dans //, e, «\ ... deviendront imaginaires. On aura, 
par exemple, pour .v -~f(x -f-y y - 0» 

( ds i- /'(.r +/ y/— 0 ( dr + V 7 ' ~ 1 <>'), 

(<>) » 

f d n s ~ f [n) (x + y i ) ( dx 4- V' — 1 ; 

po ur .v /( x* — y y — i ) , 

/ ds f ( x — y y i ) ( dx y - i Jj), 

(7) ’ 

( d"s ■- /«'(* -/y - ) U* - v ^ 7r V' ; 

pour s -/(a* -h y y — i)/(x — y y' - i). 

% 

d n s ■— /‘ ( " ; ( /r 4- / y/"— i ) /( .r — y y/ — i ) ( «Ar -h y 7 — i c/j )" 

+ " /-«>(* + vV^)/'(* - y\ r -~i){dx + C--7 rfy)"- 1 (rf.r - v'” - ï rfy) 

+ ”/'(•*• +7V / -- ')/" ’V jé i)(^' +\ : ' dy)(dx- \/~--\ rfy)" - 

+ f(x — y\f—\)(djc — rfy)". 

OE uvre s de C ,~~ S. II, t. IV. 


•4 
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De cette dernière formule on déduira sans peine la proposition sui- 
vante : 

Théorème I. — Soit f(x) une fonction réelle et entière de x. Si l'on 
pose 

( 9 ) s~ f(x -+- y v 7 — ')/(•* — W «X 

on pourra toujours satisfaire par des valeurs réelles des variables x et y à 
l’équation 

( I O ) S — O. 

Démonstration. — Soit n le degré de la fonction f(x), en sorte 
qu’on ait 

(n) f{x) a 0 .r" -+- n i x n ' . .+ «„ | x -+- a„, 

a,, . .., a„ désignant des constantes dont la première «„ ne 
pourra s’évanouir. Concevons de plus que, les variables x, y étant 
supposées réelles, on représente par r, p, R, R,, R;,, ... les modules 
des expressions imaginaires 

■r \-y y — i , d.r 4- dy y i , 

f(* y v -- 1 )- /'(•*• + y v 1 X /"(•*■ i / v— • )» 


et faisons, en conséquence. 


( 12 ) 


(i3 ) 


j x + y \J — i — e(cos/ -t- \J — isin/), 

! dx + dy \J i — p ( cost -+- j - - i sinr) ; 

I /(æ -+- y j — i) R (cosT -+- y i sinT ), 
./'(■* + y y- i) — R, (cosT, e y — T sin T, ), 
j /"{r -e yy— i) — R,(cosTj j — 1 sinT,), 

: 1 ’ 

' / ( ">C* + •) = R»(cosT„ 4- f- . sinT,,); 


r, p, R, R„ R 2 R„ seront des quantités positives; l, 7, T, T,, 
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T 

. ., T„ des arcs réels, et l’on aura 


(>4) 

/• =y/x’4- y\ 



[ s~U 2 ~ [ (ï 0 r n cos ut a l t %n ~~ x cos (n — i ) 

1 1 4- . . . 4- /• COS t 4- (lu ] 2 

( 1 5 ) 

) 4- [a () r n sin nt 4 - a t r n ~ l sin ( n — 1 ] 

\ 

\t 4- ... 4- a n . , r si 11 ty 

1 __ na 0 a,cost a} + sa,fl 

. .. / 1 Cl.-. - - 4~ ~ • _ 

2 cos 2 1 ^ \ 


Il résulte de ces dernières formules que la quantité ,v, qui représente 
une fonction entière, et par conséquent une fonction continué des 
variables x, y , restera toujours positive et croîtra indéfiniment si 
l’on attribue à ces deux variables ou seulement à l’une d’entre elles, 
et par suite au module r, des valeurs numériques de plus en plus 
grandes. On doit en conclure que la fonction s admettra un ou plu- 
sieurs minima correspondants à un ou à plusieurs systèmes de valeurs 
(inies des variables x et y. Considérons un de ces systèmes en parti- 
culier, et calculons les valeurs correspondantes des expressions 

(16) /'( ,r -h r v - ')• f"( x + y\- — ■)» • ••, f (n '{ x -t- y v'— •)• 

Quelques-unes de ces valeurs pourront s’évanouir, mais jamais elles 
ne seront nu lies toutes à la fois, puisque l’expression/" 1 ^' h- y y •- i), 
se réduisant, avec / { " > (x), au produit 1.2 .3. a une valeur 
constante et différente de zéro. Cela posé, soit f {m) {x -+- y y 1) la 
première des expressions (iG) dont la valeur 11e s’évanouira pas. Si 
l’expression f(x -\ -y y - 1) obtient elle-même une valeur différente 
de zéro, cl'" s sera, en vertu de la formule (8), la première des diffé- 
rentielles de s qui cesseront de s’évanouir. Au contraire, si l’on a 

(17) /(x+yy/- i)--o, 

la différentielle cl " 1 s deviendra nulle elle-même. Or je dis que ce der- 
nier cas est seul admissible; car, dans le premier, on tirerait de la 
formule (8) 

1 d m s = /<'»>( x -t- j y y/-- 1 ) /( x — y\j— 1 ) ( dx + y/ — 1 dy)"' 

(’8) | , -t-/(x H- y\! — i)/ ( " ,) (.r — y y/ - 1) (dx — y'— 1 dy )" 1 

( ~ >. RR,„p'" cos(T„, — T 4 - tot), 
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et par suite la différentielle d"‘s, changeant de signe lorsqu’on rem- 
placerait z par t -+- ne resterait pas toujours positive, quelles que 
fussent les quantités dx et dy, comme cela doit nécessairement arriver 
chaque fois que la fonction s devient un minimum. Donc tous les sys- 
tèmes de valeurs de x et de y propres à fournir des minima de la fonc- 
tion s vérifieront l’équation (17), qu’on peut aussi mettre sous la formé 

R ( cos T -+- v' — 1 sin T ) —■ o, 

et de laquelle on tire 

H " O, s "r |{ 2 o. 

Donc la fonction s deviendra nulle pour des valeurs réelles et finies 
des variables x et y toutes les fois qu’elle atteindra un des minima 
dont nous avons ci-dessus démontré l’existence. 

Corollaire. — La fonction réelle s R* ne pouvant s’évanouir 
qu’avec le module IL les fonctions imaginaires 

/(.r-t-yy — 1) R(cosT i \ isiii'H, 

/(.r — y y 1) ' R(cosT \ - 1 sinT) 

s’évanouiront toujours en même temps qu’elle. Par conséquent, 
toutes les valeurs réelles de x et de y propres à vérifier l’équa- 
tion (10) vérifieront aussi l’équation (17) et la suivante : 

( 19 ) /{ . T 1 V I ) - - o. 

A ces valeurs de x et de y correspondront des valeurs réelles de r 
et de l propfes à vérifier les deux équations 

(20) f(r co$ l -+- rsiniy - i) = o, /(/• cos* - -r sin t \ 1 ) o. 

Dans le cas particulier où la valeur de y s’évanouit, les formules (17), 
(19) et (20) coïncident avec l’équation unique 

(■*■) /(•*)=- o, 

qui se trouve alors satisfaite par une valeur réelle de .r. De ces 
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remarques on déduit immédiatement la proposition que je vais 
énoncer. 

Théokème II. — fi x ) désignant une fonction réelle et entière de la 
variable ,r, on peut toujours satisfaire à V équation (21), ou par des 
valeurs réelles de cette variable , ou par des valeurs imaginaires conju- 
guées deux à deux et de la forme 

( 9 /> ) x r (cos£ h- 1 sin t ), x r ( cos £ — \J — i sin t), 

Scolie. — Si Ton appelle .r 0 une racine réelle ou imaginaire de 
l’équation (20), le polynôme f(cc) sera divisible par le facteur 
linéaire x — x {) . Donc, à deux racines imaginaires conjuguées et 
de la forme 

/• ( cos t h~ y' — 1 sin / ), r ( cos t — y/ — 1 si n t ), 

correspondront les deux facteurs linéaires 

x - r cos t — /• sin t j - 1 , x - r cos t - 4 - r sin t y - 1 , 

lesquels seront encore conjugués l’un à l’autre et donneront pour 
produit un facteur réel du second degré, savoir 

( x — r cos t y 1 -t- r 2 sin 2 1 x- - rx cos / -i- r 2 . 

Cela posé, il résulte du théorème II que toute fonction réelle et 
entière de la variable x est divisible par un facteur réel du premier 
ou du second degré. La division étant effectuée, on obtiendra pour 
quotient une autre fonction réelle et entière qui sera elle-même divi- 
sible par un nouveau facteur. En continuant de la sorte, on finira 
par décomposer la fonction donnée, que j’appellerai f(x)% en fac- 
teurs réels du premier ou du second degré. En égalant ces facteurs 
à zéro, on déterminera les racines réelles ou imaginaires de l’équa- 
tion (21), lesquelles seront en nombre égal au degré de la fonction. 

| Voir Y Analyse algébrique, Chap. X ( * )]. 

(*) OEuvrcs de Cauchy , S. 11, T. 111, p. >~/\ . 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

USAGE DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES DANS LE DÉVELOPPEMENT 

DES FONCTIONS ENTIÈRES. 


Il est facile de développer une fonction entière de x en un polynôme 
ordonné suivant les puissances ascendantes de cette variable, quand 
on connait les valeurs particulières de la fonction et de ses dérivées 
successives, pour x ~ o. En effet, désignons par V(x) la fonction 
donnée, par n le degré de cette fonction, et par a (n a i9 a 2 , . . . , a n les 
coefficients inconnus des diverses puissances de x dans le dévelop- 
pement cherché, en sorte qu’on ait 

( i) F ( x ) ----- a 0 ~\- a { x -l : a 2 x- -4 - . . . -h a n æ tl . 

En différentiant n fois de suite l’équation (i), on trouvera 


{ F<")(a-) 


— i . a, 4- o, a 2 x 4 - ... t- n a n x n ~\ 

— i . 2 . a 2 4- . . . -h ( // i ) n a n x n -, 


: i . 2 . 3 . . . n a n . 


Si l’on pose, dans ces diverses formules, x — o, on en tirera 

j a„ — F (o), 

I «i F'(o), 


•F'(o), 


"• = UTX7.-7Ï F( ' ,(o) ’ 
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et l’équation (i) donnera 

(4) F(ar) =■ F(o) -h -F'(o) -i- — F"(o) ^ F<"'(o). 

i 1.2 i . 2 . 3 ... n • 


Exemple. — Soit F(.r) -- (i -+- a;)"; on obtiendra la formule connue 


(5) (n- x ) n — i-+- 


n /#. ( // — v ) „ n ( n — i ) ( ri 

- ! x~ 4- 


I . 2 


i .3 


■ .X 3 -\- X n .T". 


Soit maintenant** — f(x, y, s, ...) une fonction entière des variables 
x , y, z, . . . , et n le degré de cette fonction, c’est-à-dire la plus grande 
somme qu’on puisse obtenir en ajoutant les exposants des diverses 
variables pris dans un même terme. Si l’on pose 


F( x ) - y ( x -+• x (L v, y -h a cly, dz, . . .), 


F(a) sera une fonction entière de a, du degré n, et l’on aura en con- 
séquence 


F(«) F(o) +- * F'(o) 


: - F"(o) + 



F'\o) + 


a" 

1.2.3. 


- F (, ‘Ho). 

n 


Cette dernière formule, en vertu des principes établis dans la qua- 
torzième Leçon, peut s’écrire comme il suit : 


( 6 ) 


| /( x -t- a dx y y 4~ a dy y z 4- en dz y . . .) 


a 4- 


du -f- d 2 u 4 - - — ,, d À u 

1.2 i . 2 . J 


...4- dut. 

i .2.6 ... n 


Ajoutons qu’elle subsistera pour des valeurs quelconques de a, soit 
finies, soit infiniment petites. Si, pour plus de simplicité, on prend 
a — j , on trouvera 


i /O - 1 - dx, y + dy, z + dz, . . .) 

) “.« 4 -- du 4 — - d 2 u 4 -r- d :i u 4- ... 4- — — l d n u. 

( 1 1.2 1 . 2.0 1 . 2 . 3 ...// 

Dans le cas particulier où les variables x> y, z, ... se réduisent à une 
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seule, on a 

U r =/(*), 

%■ 

dit rzz f (x) dx, 
d* u f" ( æ ) dx*> 


d n u — f [n) {x) dæ", 

et l’on tire de la formule ( 7 ), en remplaçant dx par h , 

^ /(a- ~ h ) -.z f[x) -b ~ f\x) -t- ~/'(ur) 

I N ) ‘ ‘ 






Au reste, on aurait pu déduire directement cette dernière équation 
de la formule (/j). 

Exemple. — Si l’on suppose J(x) — jp, on trouvera 


, 1 n , , n(n — 1) 

{ æ "h II ) n r::- j n -\ æ u ~ [ h -i — æ nl hr -h . . 

I I . ‘À 


n(n — \ ) m , „ n 

-h - .r 2 h n ~ - H æh ,l " x 4- , 

i .a i 


— Si /(a ) est divisible par (a: — a)"', ou, en d'autres termes, 

si l’on a 

( io) /( or ) -- ( x — a)"* <p(>r ), 

) désignant une fonction entière de la variable x, le développe- 
ment d e/(a -f- A), suivant les puissances ascendantes de A, deviendra 
évidemment divisible par D’ailleurs ce développement sera, eu 
vertu de ce qui précède, 

/(«) + “/'(«)+ ^/V) 77 ^ 757 “ /‘"'(«H-..- 


Donc l’équation (xo) étant posée, on en conclura, non seulement 
/(a)-- o, mais encore /'(«) = o, /"(a) — o, . . . , / (m ‘>(a) = o. On 
arriverait au même résultat en diti'é rendant plusieurs fois de suite 
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l’équation (io), de laquelle on tirerait successivement, à l’aide de la 
formule (i5) (quatorzième Leçon), 

rf'(&) ~(x — a) m y'(x) -t- m(x — a)"‘- t <j>(x), 

(n) | ~{x — a) m y'\x) + l im{x — a) m ~ l y\x) + m(m—i){x — a) m ~ i <it{x), 

J 

\ f (m ~' ] (x) zz (x — a) m y( ,n ~ l î(x) + .,, + w(iB-i).,,3.2,(«-fl) <p(#). 

Ainsi, /(x) étant une fonction entière de x , on peut affirmer que, si* 
l’équation 

(12) /(*) = O 

admet m racines égales représentées par a, chacune des équations 
dérivées 

(13) f\x) -o, f{x)-o, /'(*) = o, ..., /<«-•>(*) = o 

sc trouvera vérifiée par la supposition x=-a. On doit même remar- 
quer que, /(a?) étant divisible par (x — a)'", /'(#) sera divisible par 
(x — a) m ~‘, f"(x) par (x — a)"‘~ 2 , ... et f {m ~ %) ( % x') par x — a seule- 
ment. Quant à la fonction f" n} (x), comme elle sera déterminée par 
l’équation 

I / f '")( x) = (.r — a) m cp l "‘>(x) -+- ^ m (x — a)'"~' <p< m-, )(x) + . . . 

' 

+ ni (m — i)...3.2.(x — a)y’(x) + m(m — i)... 3.2. i .9 (x). 


elle se réduira, pour x = a, à 

(i 5 ) / (m) (<2) =1.2.3. . .(m — i)iw.9(«). 

Toutes ces remarques subsisteraient dans le cas même où, la valeur 
de f(x) étant donnée par l’équation ( 10 ), o(x) cesserait d’être une 
fonction entière de la variable x. On connaît d’ailleurs le parti qu’on 
peut tirer de ces remarques pour la détermination des racines égales 
des équations algébriques. 

Concevons à présent que y = F(.r) et s — f(a;) désignent deux 
fonctions entières de x, divisibles l’une et l’autre par ( x — a) m . Si le 

Œuvres de C. — S. Il, 1. IV. l5 
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nombre m surpasse l’unité, les valeurs des fractions ^ et — = —, 
pour x ~ a, se présenteront en même temps sous une forme indéter- 
minée, et par conséquent on ne pourra plus se servir de la seconde 
fraction pour calculer la valeur de la première, comme nous l’avons 
expliqué dans la sixième Leçon. Toutefois, la véritable valeur de la 

fraction ^ ne cessera pas d’être la limite vers laquelle converge le 

rapport tandis que les différences by. As convergent vers /.éro. 

D’ailleurs, en attribuant à a; l’accroissement infini ment petit A# = a.dx, 
on tirera de la formule (6) 

OC OC * oc m ~~ 1 

A y ou y -i~ - dy h d t y - 4 - ... h 0 7 d ,n ~ [ y 

1 J 1.2 J 1 .2.3. . .(m — 1 ) J 


d m y - 

1 . 2 . 0 . , ./n 


1 . 2 . 3 . . . ( m -h 1 ) 


d m + 1 y , 


A a J « f, 

A 5 — 5 H dz H d 2 z — . 4 - 

1 1 .2 


1 . 2 .-3 . . . ( m 1 ) 




i.2.3 . . ,m 


1 .2.3. . .{ni i ) 


d m + 1 5 -f- ... . 


Si maintenant on assigne a x la valeur particulière a, comme cette 
valeur fera évanouir les fonctions dérivées y\ y", . . . , y''"~ , >, 

5", . . . , et, par conséquent, les différentielles dy , d\y y . . . , 

. . . , d (m ~ n 5 9 on aura simplement 


1.2.3.. 

. m 

OL m 


1.2.3.. 

. .Ni 

OL m 


1.2.3. . 

.//t 

oc " 1 


1.2.3. . 

. m 

As 

à 

à/ 

d 


f/ m r -i 0 d m+l y 

y i.2.o...(m + i) ^ 


y -4- — d' n + l y 

J m -4- 1 J 


d nl z -f 


ot m + 1 

t .2.3 . . . (m 4 - 1 ) 
oc , 


- 4-. .. 

■(« + *) 

^«-+-1 - 4- . . . V 


a 

//i -+- 1 
a 

tu 4- 1 


d' n + 1 5 4- . . . 
d nl ^~ l y 4 - . . . 


On en conclura 
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(16) 


li m ^±_ d '” z _ s < "' ) 

Ay d m y y( ,n ) 

Donc la valeur que recevra la fraction donnée - ou nouvx — a, 

y r(^) r ’ 

sera précisément égale à la valeur correspondante de la fraction 

d m z f ( fn Ux) 

d m y F (, ")(.r) 

Exemple. — ç(a?) désignant une fonction entière non divisible par 
x — a, et V(x) une autre fonction entière divisible par (x — a) m , on 
aura, pour x = a , 

x — a) m <p(j?) __ 1 .2,3. ..m o(x) H- 2.3. . . mm(x — a)o*(x ) -h. . . _ i . 2 . 3 . . .m 9 ( <^) 

F(-s) ' ’ ~ ' “ F^T) 
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VINGTIÈME LEÇON. 

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


Représentons par f(aj) et F(;r) deux fonctions entières de x, la pre- 
mière du degré m, la seconde du degré n. sera ce qu’on appelle 
une fraction rationnelle. De plus, l’équation 

(') F(.r)~o 

admettra n racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales; et si, 
en les supposant d’abord toutes inégales, on les désigne par a? 0 , x,, 
x 3 x„_,, on aura nécessairement 

(2) F(x) = k{x — X 0 ) {X — X t ) (x — Jr 2 ) . . .(X— 

k étant le coefficient de x" dans F(a?). Cela posé, soient 

(3) 9 (x) - 4(x - x,) (*-*,)...(* - ) et - f( -' ro) N -A 0 . 

9(^o) 

L’équation ( 2 ) prendra la forme 

(4) F(a:)=:(x — j?,)<p(.r); 
et, comme la différence 


/ ( -r ) _ . _ f(jr) — A„ <e(x) 
o(xj 0 ~ ?(.r) 

s évanouira pour x = x 0 , il en sera de même du polynôme 

f(^) — A 0 cp(x). 

Donc ce polynôme sera divisible algébriquement par x - x 0 ; en sorte 




qu’on aura 
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ou 


f( x) — A„ 9(a?) = (x — x,) x(:r) 


(5) H*)~- A 0 <p(x) +{x — x„)x(x), 

X{ x ) représentant une nouvelle fonction entière de la variable x. Si 
maintenant on divise par F(a;) les deux membres de l’équation (5), 
en ayant égard à la formule ( 4 ), on trouvera 


( 6 ) — i- — i 3C ( x ) _ 

F (x) “ x — x 0 y{x) ~ x — x 0 A(.r — x t j( x — x t ).7.(x — x„-, ) ' 

On peut donc extraire de la fraction rationnelle (S.--, une fraction 
simple de la forme — ° r > A 0 désignant une constante, de manière à 

obtenir pour reste une autre fraction rationnelle dont le dénomina- 
teur soit ce que devient le polynôme F (a;) quand on supprime dans 
ce polynôme le facteur linéaire x — x„. Concevons que, par une suite 

d’opérations semblables, on extrave successivement de l~-> nuis de 

I(x) 1 

y (x) 

- 7 — • • • une suite de fractions simples de la forme 

Ÿ{x) r 

Ao Aj A# A„_, 

X X X { X X î X X n _^ 


de manière à faire disparaître l’un après l’autre, dans le dénominateur 
de la fraction restante, tous les facteurs linéaires du polynôme F(x). 
Le dernier de tous les restes sera une fraction rationnelle dont le déno- 
minateur se trouvera réduit à la constante k, c’est-à-dire une fonction 
entière de la variable x. En désignant par Q cette fonction entière, on 
aura 


(7) 


= Q + - + — -i- + — A — - • 

r ( x ) x — x 0 x — x { x — x t x — j"„_, 


Comme cette dernière formule entraîne la suivante 


f(x) — QF(x) -h Ao 


A, 


F(*) 


_F(f) 

X — Xi 


A, 


F (.y) 

X — X, 


x- A F (- r) 

■ •■+" t ■ — > 

x — 


( 8 ) 
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dans laquelle tous les termes qui suivent le produit QF(a;) sont des 
fonctions entières de x d’un degré inférieur à n, il est clair que la 
lettre Q représente le quotient de la division algébrique de f(x) par 
F(.t). De plus, comme tous ces termes, à l’exception du premier, 
seront, ainsi que le produit QF(æ), divisibles par x — ar„, on aura 
évidemment, pour x ~ x 0 . 


( 9 ) 


f(*) 



— A 0 


d F (.r) 
(Le 


= A„ ¥'(x). 


Donc, pour obtenir la valeur de A 0 , il suffira de poser x — x 0 dans la 

fraction Jl— -• En formant de même les valeurs de A,, A a , — , on 

F'(.r) 


trouvera 


(10) 




_ f(--Tl) 


\ 


A «— 1 - 


f (a~«- i) 

F' (*.-.) 


A l’inspection de ces valeurs, on reconnaît qu’elles sont indépen- 
dantes du mode de décomposition adopté. Ajoutons que la valeur 
de A 0 , déduite de la formulé (9), peut être indifféremment présentée 

sous l’une ou l’autre des deux formes et d’où il résulte 

r V* z oj V\* T o; 

que la première des formules (10) s’accorde avec la seconde des équa- 
tions ( 3 ). 

Lorsque les deux racines x„, x t sont imaginaires et conjuguées, ou 
de la forme a -4- £ y /::: T, a — (i alors, en désignant par A et B 

deux quantités réelles propres à vérifier l’équation 


00 


A — B y/ — 1 = 


f( a + y/-- 0 } 
F' (a -r l)’ 


on trouve que les fractions simples correspondantes à ces racines 
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sont respectivement 
( 12 ) 


Bi/ 


V- 1 


A - 4 - B v - i 


x — « — (3 y/— i x — a. -4- j3 v ''— 1 

En ajoutant ces deux fractions, on obtient la suivante 

2À(x — a) -t- s R (3 


(.3) 


(æ- — a ) 5 -t- (3 2 


qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire de x, et pour 
dénominateur un facteur du second degré du polynôme F(æ). 

Exemples. — Décomposition des fractions , 


X — 1 J- — I X' 1 


X 1 

x n ±ï 1 


Passons au cas où l’équation (i) a des racines égales. Alors, si l’on 
désigne par a, b, les diverses racines, par p, <y, r, . . . des 

nombres entiers, et par k un coefficient constant, le polynôme F(.r ) 
sera de la forme 

( 1 4 ) F ( x ) — k(x — a)P (x — b)'' (x — c) r . . . . 

Si, dans cette nouvelle hypothèse, on fait, pour abréger, 

(io) o(x) — k(x — byi (x — c)'' . . . et ----- A, 

?(«) 

l’équation (i4) deviendra 

(16) F(.r) — (x — a)'' o(x); 

et, comme les deux différences — A, f(x) — Ao(a?) s’évanoui- 
ront pour x = a , on aura nécessairement 

(17) f(.r) = A <?(.*) -+-(■* — a)x(x), 

;X a ‘) désignant une nouvelle fonction entière de la variable x. Cela 
posé, on tirera des équations (i4), (16) et (17) 


08 ) 


xt-* - ) 


£(£) _ A _ 

F(.r) (x — a)r {x — a)e-> 9(0?) 

_ . A . x(- r ) 


(x — a)‘‘ k(x — a)e~ l (x — b)'/ ( x — cj r . . . 
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Ainsi, en extrayant de la fraction rationnelle une fraction simple 
de la forme on obtient pour reste une autre fraction ration- 

nelle dont le dénominateur est ce que devient le polynôme F(;r) 
quand on supprime dans ce polynôme un des facteurs égaux à x — a. 
Concevons qu’à l’aide de plusieurs décompositions semblables on 
enlève successivement au dénominateur de la fraction restante : 
i° tous les facteurs égaux à x — a-, 2 0 tous les facteurs égaux à 
x — b; 3° tous les facteurs égaux à x — e, etc. Le dernier de tous les 
restes sera une fraction rationnelle à dénominateur constant, c’est- 
à-dire une fonction entière de la variable x : de sorte que, en dési- 
gnant par Q cette fonction entière, et par A, A,, A s , .... A^,, B, B ( . 
B„, . . . , B ? _,, C, C,, C 2 , . . . , . . . , les numérateurs constants des 

diverses fractions simples, on aura 


(■9) 


f(*) 

F(æt) 


(x- 

A, 


■ a)? "* 


A, 

(x — a )' 1 ” 1 

B 


- -+ h ... H -\~ 

x — a (x — by* {x — c) r 


Pour prouver: i° que le polynôme Q est le quotient de Indivision 
algébrique de f(a?) par F (x) ; 2 0 que les valeurs des constantes A, 
A,, . .., A P _,,B, ... sont indépendantes du mode de décomposition 
adopté, il suffira d’observer que la formule (19) entraîne la suivante 


(30) 


f(*) = Q F<^) -t- A^. 


F(x) 


a)'' 


A, 


x — a 


Fj>_) __ 

(x — a)t } ~ 1 

_F(*)_ ^ 

b)i ' ' 


O 


dans laquelle tous les termes qui suivent le produit QF(«) sont des 
fonctions entières de x, d’un degré inférieur à celui de la fonction 
F(æ); et de plus, que, si dans la formule (20) on pose x — a 4- z, la 
comparaison des termes constants et des coefficients qui affecteront 
des puissances semblables de s, dans les deux membres développés 
suivant les puissances ascendantes de cette variable (voir la dix-neu- 
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vièmo Leçon), fournira les équations 


(21) 


f (a) — A 


F</'>(«) 

1 . 2 . 3 .../»’ 


f '(a) — A 


F ;,,+ ' ,i («) . F 1 "-' (g) 

... , 

I . 2 . ô . . .(p l ) 1.2 .6. . ./J 




desquelles on déduira pour les constantes A, A,, A 2 , ... un système 
unique de valeurs, savoir : 

I 4 __[.2.3 1 ..£j'(«) 

l - ~~F <# ”(«) 

('■**) ‘ . I . 2 . 3 . ..(/»-(- l) A F ( (' + ' l '(rt) 

I 1 (//h- 0 F : /'!(«r ’ 


On obtiendrait de la même manière les valeurs de B, B,, IC, . . . , C, C M 

C a , Il est essentiel d’observer que la première des formules (22) 

donne pour la constante A une valeur égale à celle que reçoit la frac- 

tion -- quand on y suppose æ = a, et par consé- 


quent égale à 


f(a) 

cp(a) ‘ 


| Voir , pour plus de détails, l ’ Analyse algébrique , 


Ch. XI («).] 


( 1 ) OE uvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 3 oa. 


OE uvres de C , 


S. Il, t. IV. 


l 6 
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CALCUL INTÉGRAL. 


VINGT ET UNIÈME LEÇON. 

INTÉGRALES DÉFINIES. 


Supposons que, la fonction y — /(x) étant continue par rapport à 
la variable x entre deux limites finies x - .r H , x -- X, on désigne 

par x ,, x., a?„_, de nouvelles valeurs de x interposées entre ces 

limites, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis 
la première limite jusqu’à la seconde. On pourra se servir de ces 
valeurs pour diviser la différence X — x„ en éléments 
\ 

( I ) J'| - •««, JC t - J?„ .T 3 — JC U • • • , X — JC n - , 

qui seront tous de même signe. Cela posé, concevons que l’on mul- 
tiplie chaque élément par la valeur de f(x) correspondante à V ori- 
gine de ce même élément, savoir l’élément x, — x„ par /(a;), l’élé- 
ment x., — x , par /(x, ), . . . , enfin l’élément X — av-, par f{x„ ,); 
et soit 

(2) S — : (.Vf ./;„)/( .t„) -+- (a - 4 — a;, )/(«,) h. . . -t- ( X -- a-„_, )/(ar„.., ) 

la somme des produits ainsi obtenus. La quantité S dépendra évidem- 
ment : i° du nombre n des éléments dans lesquels on aura divisé la 
différence X — ,r„ ; 2° des valeurs mêmes de ces éléments et, par con- 
séquent, du mode de division adopté. Or il importe de remarquer 
que, si les valeurs numériques des éléments deviennent très petites 
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et le nombre a très considérable, le mode de division n’aura plus sur 
la valeur de S qu’une influence insensible. C’est, effectivement, ce 
que l’on peut démontrer comme il suit. 

Si l’on supposait tous les éléments de la différence X x„ réduits 
à un seul qui serait cette différence elle-même, on aurait simplement 

(3) S — (X — x„) f(x„). 

Lorsque, au contraire, on prend les expressions (i) pour éléments 
de la différence X — x„, la valeur de S, déterminée dans ce cas par 
l’équation ( 2 ), est égale à la somme des éléments multipliée par une 
moyenne entre les coefficients 

f(x„), /(J?,), /[JC,), /(./•„_,) 

| voir, dans les préliminaires-du Cours d’ Analyse, le corollaire du théo- 
rème f II 0)|. D’ailleurs, ces coefficients étant des valeurs particulières 
de l’expression 

f[x 9 +0(\-x 9 )] 

qui correspondent à des valeurs de 0 comprises entre zéro et l’unité, 
on prouvera, par des raisonnements semblables à ceux dont nous 
avons fait usage dans la septième Leçon, que la moyenne dont il 
s’agit est une autre valeur de la même expression, correspondante 
à une valeur de 0 comprise entre les mêmes limites. On pourra donc 
à l’équation ( 2 ) substituer la suivante 

U) s - ( X — :c „ ) f\ x„ + S( \ - .r„ )], 

dans laquelle 0 sera un nombre inférieur à l’unité. 

Pour passer du mode de division que nous venons de considérer à 
un autre dans lequel les valeurs numériques des éléments de X — x„ 
soient encore plus petites, il suffira de partager chacune des expres- 
sions ( 1 ) en de nouveaux éléments. Alors on devra remplacer, dans 
le second membre de l’équation ( 2 ), le produit (x, - x„ ) J\x„) par 


C ) Œuvres de Cauch y S. Il, T. III, p. 28. 
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une somme de produits semblables, à laquelle on pourra substituer 
une expression de la forme 

( X 1 — x 0 ) /[ Xq $0 ( * r 1 ‘ X ’o ) J » 

0„ étant un nombre inférieur à l’unité, attendu qu’il y aura entre cette 
somme et le produit (x, - *.)/(*.) une relation pareille à celle qui 
existe entre les valeurs de S fournies par les équations (4) et (3). 
Par la même raison, on devra substituer au produit (x, — x, ),/(•*■•) 
une somme de termes qui pourra être présentée sous la forme 

( x 2 — &i) J [ ^*i ^1 ( ,z ’î %1C \ )J» 

O, désignant encore un nombre inférieur à l’unité. En continuant de 
la sorte, on finira par conclure que, dans le nouveau mode de divi- 
sion, la valeur de S sera de la forme 

. S--(.r,— .*'„)/[• r„-+- 0„(r t 

( 5 ) < -t- (x,— x, )/[• Ci -t- 0, (Xi r, )]-+-•■ • 

! -r ( X - x„_ , ) / 1 , 4- 0 „ -,( N - .r„. , ) ] . 

Si l’on fait dans cette dernière équation 

./ [•*■#•+■ o„ ( .Z', • , 'u ) i ■ - y * 1 « ) — 

/'!>,-+- J-, ij =/(-r,) î„ 


f[x„ 0 „-, ( X — J„ ,)J ■/(■>„ , i Jt £„■ „ 

on en tirera 

( S — (.r,~ x 0 )[/(.r„) ±e,] -I- (•** ) l/(- K i ) - *iJ • • • 

I -t- (. V — l'n~l ) I f( l 'n-\ ) - s « - I J » 

puis, en développant les produits, 

^ S — (r, — x„) / (-J7„ j - r- {.a?, — .r, )/(x, ) -i - . . . -h (\ ~ x„-.|) 7 1 
1 ' * j ± £„ (, x, — x, > î| (x, — x, ) :n ... ±£*.,(\-- x„ i )• 

Ajoutons que, si les éléments .x-, — .r„, x, — x,, . 


• • » 


X — .r„_ , ont 
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des valeurs numériques très petites, chacune des quantités =fc s 0 , 
±£,, .... différera très peu de zéro, et par suite il en sera 

de même de la somme 

±e v (-T t — x 0 ) ±£,(^î — x t ) ±. . .± s„_,(X — x„_,), 

qui est équivalente au produit de X — x 0 par une moyenne entre ces 
diverses quantités. Cela posé, il résulte des équations (2) et (7) com- 
parées entre elles qu’on n’altérera pas sensiblement la valeur de S 
calculée pour un mode de division dans lequel les éléments de la dif- 
férence X — .r„ ont des valeurs numériques très petites, si l’on passe 
à un second mode dans lequel chacun de ces éléments se trouve sub- 
divisé en plusieurs autres. 

Concevons à présent que l’on considère à la fois deux modes de 
division de la différence X — .r 0 , dans chacun desquels les éléments 
de cette différence aient de très petites valeurs numériques. On 
pourra comparer ces deux modes à un troisième tellement choisi 
que chaque élément, soit du premier, soit du second mode se trouve 
formé par la réunion de plusieurs éléments du troisième. Pour que 
cette condition soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de x, 
interposées dans les deux premiers modes entre les limites .r„, X, 
soient employées dans le troisième, et l’on prouvera que l’on altère 
très peu la valeur de S en passant du premier ou du second mode 
au troisième, par conséquent en passant du premier au second. 
Donc, lorsque les éléments de la différence X — x a deviennent infini- 
ment petits, le mode de division n’a plus sur la valeur de S qu'uni' 
influence insensible; et, si l’on fait décroître indéfiniment les valeurs 
numériques de ces éléments, en augmentant leur nombre, la valeur 
de S finira par être sensiblement constante ou, en d’autres termes, 
elle finira par atteindre une certaine limite qui dépendra uniquement 
de la forme de la fonction f(x) et des valeurs extrêmes x„, X attri- 
buées à la variable x. Cette limite est ce qu’on appelle une intégrale 
définie. 

Observons maintenant que, si l’on désigne par Ax — h — dx un 
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accroissement fini attribué à la variable x, les différents termes dont 
se compose la valeur S, tels que les produits 

(,r, — ,r„) f(x„), {x. 1 ^-x i )f{x , ), ... 

seront tous compris dans la formule générale 

( 8 ) hf(x)-J\x)dx , 

de laquelle on les déduira l’un après l’autre, en posant d’abord 


puis 


J' r- ,r„ cl h .r, .r„ 


■*' X, Ol h r-- .Tj — x,. 


On peut donc énoncer que la quantité S est une somme de produits 
semblables à l’expression (H), ce qu’on exprime quelquefois à l’aide 
de la caractéristique 2, en écrivant 


(9) S lhf(x) - l/(x) Ax. 

Quant à l’intégrale définie vers laquelle converge la quantité S, tandis 
que les éléments de la différence X — .r„ deviennent infiniment petits, 
on est convenu de la représenter par la notation / h/(x) ou j /(x) dx, 
dans laquelle la lettre /, substituée à la lettre 2, indique, non plus 
une somme de produits semblables à l’expression (8), mais la limite 
d’une somme de cette espèce. De plus, comme la valeur de l’intégrale 
définie que l’on considère dépend des valeurs extrêmes x„, X attri- 
bu ées à la variable x, on est convenu de placer ces deux valeurs, la 
première au-dessous, la seconde au-dessus de la lettre ) , ou de les 
écrire à côté de l’intégrale, que l’on désigne en conséquence par l’une 
des notations 

(10) £ f{x) dx, j /(.!■) ' /r [ x ]’ / f (x > dx [ ' 

La première de ces notations, imaginée par M. Fourier, est la plus 
simple. Dans le cas particulier où la fonction /(x) est remplacée par 
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une quantité constante a, on trouve, quel que soit le mode de divi- 
sion de la différence X — a-„. 


et l'on en conclut 


8 _ a(X — ,r 0 ). 


J ada; — a(X- Xo ). 


Si, dans cette dernière formule, on pose a -, r, on en tirera 


d* ~ X - or o. 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 


FORMULES FOUR LA DÉTERMINATION DES VALEURS EXACTES OU APPROCHÉES 
. DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


D’après ce qui a été dit dans la dernière Leçon, si l’on divise X — x u 
en éléments infiniment petits — x„, x., — x { , .... X — la 
somme 


(i) S — (a-, — x v )/(.t„) +• (j, — x 2 )/(x,) 4-. . .+ (X — x„_,)/( x„_,) 

convergera vers une limite représentée par l’intégrale définie 



Des principes sur lesquels nous avons fondé cette proposition, il 
résulte qu’on parviendrait encore à la même limite si la valeur de S, 
au lieu d’être déterminée par l’équation (i), était déduite de formules 
semblables aux équations (5) et (G) (vingt et unième Leçon), c’est- 
à-dire si l’on supposait 

| S — (x, — t ij )/[*,+ 0 () (.ï| — x„)] 

(3) . + (.r,— x,)/[x, -t- 0,(.r 2 — X,)] . . 

( •+" (X — X„_, ) /[x„_, 4- 6„-i (X — ■ X„_, )], 

0 n , 0,, ..., 0„_, désignant des nombres quelconques inférieurs à 
l’unité, ou bien 


S = (x, — x„) [/(x„) ±£ 0 ] 4- (x s — x,) [/(x,) ± e,] 

■+■ (X — x„_,) I7(x„_,) 


£ ft , e,, .... £„_, désignant des nombres assujettis à s’évanouir avec 
les éléments de la différence X — x„. La première des«4eux formules 
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précédentes se réduit à l’équation (i), lorsqu’on prend 

0„— 0, = . . .= 0„_, = o. 

Si l’on fait, au contraire, 

9 0 — 0 t = . . . — 0 „_, = , , 

on trouvera 


(5) s — (,t [ xq ) y( x t ) -+- ( 2 x, ) y( + (X — .r„_ ! ) y( X). 


Lorsque, dans cette dernière formule, on échange entre elles les deux 
quantités x 0 , X, ainsi que tous les termes placés à égales distances 
des deux extrêmes dans la suite x a , x { , ..., x n _ K , X, on obtient une 
nouvelle valeur de S égale, mais opposée de signe, à celle que fournit 
l’équation (r). La limite vers laquelle convergera cette nouvelle valeur 
de S devra donc être égale, mais opposée de signe, à l’intégrale ( 2 ), de 
laquelle on la déduira par l’échange mutuel des deux quantités x u , X. 
On aura donc généralement 


( 6 ) 



x ) dx — 



dx . 


On emploie fréquemment les formules ( 1 ) et (5) dans la recherche 
des valeurs approchées des intégrales définies. Pour plus de simpli- 
cité, on suppose ordinairement que les quantités x u , x,, . . . , X 
comprises dans ces formules sont en progression arithmétique. Alors 
les éléments de la différence X — x 0 deviennent tous égaux à la frac- 
tion - et, en désignant cet (e fraction par i, on trouve que les 

équations ( 1 ) et (5) se réduisent aux deux suivantes : 

(7) S — ) -\- J {■ «0 + ! ) H-,/ ( 2 « ) -t- . . . + y( X — 2 l)+/(X — /)J, 

( 8 ) s ~ 1 [y( x 0 -+- «) -+- y ( x 0 -h 2 1) 4- . . . -f- y( x — n) 4- y ( x — t ) 4- y ( x )]. 


On pourrait supposer encore que les quantités x 0 , x,, .... .r„ . , , \ 

forment une progression géométrique dont la raison diffère très peu 

1 

de l’unité. En adoptant cette hypothèse et faisant — 1 a, on 
tirera des formules (i) et (5) deux nouvelles valeurs de S, dont la 

OEuvres de C . — S. II, t. IV. 


*7 
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première sera 


(9) S = « U 0 /(x tl ) + .r 0 (i + a) /|>. O + «)]-+-•• 


— /(-*- 
i + a \i + « 


Il est essentiel d’observer que, dans plusieurs cas, on peut déduire 
des équations (7) et (9), non seulement des valeurs approchées de 
l’intégrale (2), mais aussi sa valeur exacte ou lim S. On trouvera, par 
exemple, 


(10) 


00 


i /; 


‘ (X-x„)(X + x 0 -«) _X l -x| 

x dx = hm _ 11m — 


2 -h <x 


A x dx — lim 


.. i( A x — A*.) ___ A x — A* 


A'-i IA 

e x dx = — e x °, 

«(x^-xr 1 ) _ v^ -xr 1 


(12) 


il 

\ù 

I f f —~ ~ n a — 1 ~ ’ 


‘ dx — lim 


(1 ■+- cn) a ^— 1 


« -t- 1 


la dernière équation devant être restreinte au cas où les quantités x t) , 
X sont affectées du même signe. Ajoutons qu’il est souvent facile de 
ramener la détermination d’une intégrale définie à celle d’une autre 
intégrale de même espèce. Ainsi, par exemple, on tirera de la for- 
mule (1) 


03) 


04 ) 


(. 5 ) 


( a 9 (x) rfx — lima[(x, — x 0 ) <p(x 0 ) . . 4 - (X — x„_, ) <p(x, 1M )| 

,r ° X 

= a j y{x)dx y 

f f(x h- a) dx ~ lirn[(^i — x Q ) f(x 0 H- a) + . . .H- (X — x n - { ) f{x n -\ 4 - a)] 

X# -t-rt 

-i f(x)dx, 

d 4- a 

P* r*~ a r X dx f x ~ a dx t \ — a 
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Ja dernière équation devant être restreinte au cas où x 0 - a et X a 
sont des quantités affectées du même signe. De plus, on tirera de la 
formule (8), en posant x 0 = o et remplaçant /(x) par /(X - x), 

) \j t /( X -' r ) rf “ r = ,imi '[/(X-0+/(X-2t)+...-f-/( 2 0+/(()+/(o)l 

I = f f{x)dx; 

puis on en conclura, en ayant égard à l’équation (14), 

/(X x) dx —J f(x + x,)dx= i f(x)clx. 

Enfin, si dans la formule (9) on pose 


on en tirera 


^ X) ~7Î~V el l(l -h a) — (3, 


( 1 8 ) f — h - — 1 — - + . . . _| — __! ^ e A ~ 1 — f ' dx IX 

J,. o x l.r \L' 0 *•*•»+ P IN — (3/ (3 J |r x L ; ô’ 

les quantités x 0 , X devant être positives et toutes' deux supérieures 
ou toutes deux inférieures à l’unité. 

Une remarque importante à faire, c’est que les formes sous les- 
quelles se présente la valeur de S, dans les équations (4) et (5) de la 
Leçon précédente, conviennent également à l’intégrale (2). En effet, 
ces équations subsistant l’une et l’autre, tandis que l’on subdivise ou 
la différence X — x„, ou les quantités x, — x„, x 2 — x,, .... X — x„_, 
en éléments infiniment petits, seront encore vraies à la limite, en 
sorte qu’on aura 

(’ 9 ) f /(.^)dx~(X-x 0 )/ [x 0 +9(\-x 0 )] 


f{x) dx = (x, - x„) /[x 0 + 0 o (x, - x„)] 

+ (•*»“ a “t)/[*i + 9 t (x,— x,)J 

-h ( X — x„_, 4- 0„.,( X — ) |, 


(20) 



132 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL. 

0 , 0 O , 0,, . .., ô„_, désignant des nombres inconnus, mais tous infé- 
rieurs à l’unité. Si, pour plus de simplicité, on suppose les quan- 
tités x, — x 0 , x 3 — x t , ..., X — égales entre elles, alors, en 

X x 

faisant i = -, on trouvera 

n 

(ai) Ç f(x) dx = i [/(x 0 ■+■ 9 0 i) /(.r 0 -+- i 4- 0, i) -h . . . + /( X — i ■+■ 0„_, i )]. 

Lorsque la fonction f( x ) est toujours croissante ou toujours décrois- 
sante depuis x — x a jusqu’à x = X, le second membre de la for- 
mule (21) reste évidemment compris entre les deux valeurs de S 
fournies par les équations (7) et (8), valeurs dont la différence est 
dt i[/(X) — /(#„)]. Par conséquent, dans cette hypothèse, en pre- 
nant la demi-somme de ces deux valeurs, ou l’expression 

i i[î/(- z 'o)-+-/(^o+ 0 +/(-ro 4 - 2 <)+--- 
! i +/(X — 2 i) 4-/(X — i) + j/(X)], 

pour valeur approchée de l’intégrale (21), on commet une erreur 
plus petite que la demi-différence ± <[j/(X) — \ f(x „)]. 

Exemple. — Si l’on suppose 


/(*)= r 


J"„.— o. 


X = 1, 


1 


l’expression (22) deviendra 


m +**+*+#+*)= 0,78. 


dx 


En conséquence, 0,78 est la valeur approchée de l’intégrale J — ^ ^ 

L’erreur commise dans ce cas ne pourra surpasser i(i — ) = ~ (1 . Elle 
sera effectivement au-dessous de comme nous le verrons plus tard. 

Lorsque la fonction /( x ) est tantôt croissante et tantôt décroissante 
entre les limites x = x 0 , x = X, l’erreur que l’on commet, en prenant 
une des valeurs de S fournies par les équations (7) et (8) pour valeur 
approchée de l’intégrale (2), est évidemment inférieure au produit de 
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ni—X — x„ par la plus grande valeur numérique que puisse obtenir 
la différence 

( ) f( x -+- Ax ) — f(x)~ Ax /'( x 0 Ax ) 

quand on y suppose x comprise entre les limites x 09 X et Aæ entre 
les limites o, i. Donc, si l’on appelle k la plus grande des valeurs 
numériques que reçoit f(x) 9 tandis que x varie depuis x = æ x% jus- 
qu’à x = X, l’erreur commise sera certainement renfermée entre les 
limites 

— ki( X — x 0 ), -}- Ai ( X — æ it ). 
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VINGT-TROISIÈMirç LEÇON. 

DÉCOMPOSITION D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE EN PLUSIBU. AUTBES . INTÉGRALES DÉFINIES 
IMAGINAIRES. REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE DES INTÉGRALES DÉFINIES RÉELLES. 
DÉCOMPOSITION DE LA FONCTION SOUS LE SIGNE f EN DElJX FACTEURS DONT L’UN 
CONSERVE TOUJOURS LE MÊME SIGNE. 


Pour diviser l’intégrale définie 



en plusieurs autres de même espèce, il suffit de décomposer eu i plu- 
sieurs parties ou la fonction sous le signe J , ou la différence X - n - x 0 . 
Supposons d’abord 

/(•*•) = ?(•*■) + xi*) + 4 '(- r ) 

on en conclura 

Ni — a~„) f(u' „) -I- ... -I- ( X — •J'rt— i ) J{ X’n-\ ) 

— (^ 1 — ^o) 9 (•*■«>) +• • • + (X — .r„_,) <p (*„_,) 

+ (.r l -a- 0 )x(Æ-„)4-...4-(X — x„_,) xN,,-,) 

-t- Ni — *o) '{'No) -+■ • • • + (X — + • • • , 


puis, en passant aux limites, 






dx 


De cette dernière formule, jointe à l’équation (i3) (vingt-deuxième 
Leçon), on tirera, en désignant par u,v,w,... diverses fonctions de 
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la variable x, et par a, b, c, ... des quantités constantes 


( 2 ) 

I + h« , + . 

..)dx- f 

11 dx 4- f v dx 4 - / w dx 4 - . . . , 


J** 

dr. 


(3) 

j ^ ( u-\-v)dx—J 

uc dx -h I 

v dx, J* (u — v) dx ~ J u dx — 

(4) 

I ( au -f* bv 4 - cw 4- , . . ) dx — 

al udx 4- b f vdx 4 - c f w dx 4- . , 

•>”o * r o 


Lorsqu’on étend la définition que nous avons donnée de l’intégrale (i) 
au cas où la fonction f(x) devient imaginaire, l’équation (4) subsiste 

pour des valeurs imaginaires des constantes a, b, c, On a, par 

suite, 


(5) 


I (« + V\J—l)dxrzz I udx + \j—ll 


V dx. 


Supposons maintenant que, après avoir divisé la différence X — x„ 

en un nombre fini d’éléments représentés par x, — x n , 

X — x„_,, on partage chacun de ces éléments en plusieurs autres dont 
les valeurs numériques soient infiniment petites, et que l’on modifie 
en conséquence la valeur de S fournie par l’équation (i) (vingt- 
deuxième Leçon). Le produit (x, —x„) f(x 0 ) se trouvera remplacé 
par une somme de produits semblables qui aura pour limite l’inté- 
grale f f(x)dx. De même, les produits (x 2 — x,)f(x,), .... 
*'• 

(X — x n - { )f(x„_ t ) seront remplacés par des sommes qui auront 

/ x i \ 

f(x)dx, .... 

j f(x)dx. D’ailleurs, en réunissant les différentes sommes dont il 

• r M— ! 

s’agit, on obtiendra pour résultat une somme totale dont la limite sera 
précisément l’intégrale (i). Donc, puisque la limite d’une somme de 
plusieurs quantités est toujours équivalente à la somme de leurs 
limites, on aura généralement 
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Il est essentiel de se rappeler que l’on doit ici attribuer au nombre 
entier n une valeur finie. Lorsqu’cntre les limites^, X on interpose 
une seule valeur de x représentée par £, l’équation (6) se réduit à 

f(x)<U+ f f(,v)dx. 

Il est facile de prouver que les équations (6) et (7) subsisteraient 

dans le cas même où quelques-unes des quantités x,, x . 2 ® n i„ £ 

cesseraient d’être comprises entre les limites a? 0 , X, et dans celui où les 
différences x t - x 0 , x 2 — x t ,...,X~ x„_, ,Z-x 9 ,X-~Z ne seraient 
plus des quantités de même signe. Admettons, par exemple, que les 
différences \ — x„, X — \ soient de signes contraires. Alors, suivant 
qu’on supposera x 0 comprise entre \ rt X, ou bien X comprise entre r,, 
et on trouvera 



ou bien 



Or, la formule (6) de la vingt-deuxième Leçon suffit pour montrer 
comment les deux équations que nous venons d’obtenir s’accordent 
avec l’équation (7). Cette dernière étant établie dans toutes les hypo- 
thèses, on pourra en déduire directement l’équation (6), quelles que 
soient x t , x 3 , . . . , x„_ { . 

On a vu, dans la Leçon précédente, combien il était aisé de trouver, 
non seulement des valeurs approchées de l’intégrale (1), mais aussi 
les limites des erreurs commises, lorsque la fonction /( x ) est tou- 
jours croissante ou toujours décroissante depuis x — x„ jusqu’à 
x ~ X. Quand celte condition cesse d’être satisfaite, on peut évidem- 
ment, à l’aide de la formule (6), décomposer l’intégrale (1) en plu- 
sieurs autres, pour chacune desquelles la même condition soit rem- 
plie. 

Concevons à présent que, la limite X étant supérieure à ;r # , et la 
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fonction /(x) étant positive depuis x = a? 0 jusqu’à a? = X, x, y 
désignent des coordonnées rectangulaires, et A la surface comprise 
d’une part entre l’axe des x et la courbe y = f(x), d’autre part entre 
les ordonnées f(x 0 ), /(X). Cette surface, qui a pour base la lon- 
gueur X — x 0 comptée sur l’axe des x, sera une moyenne entre les 
aires des deux rectangles construits sur la base X — x ÿ , avec des hau- 
teurs respectivement égales à la plus petite et à la plus grande des 
ordonnées élevées par les différents points de celte base. Elle sera 
donc équivalente à un rectangle construit sur une ordonnée moyenne 
représentée par une expression de la forme f\x„ -+- 0(X — a? # )|; eu 
sorte qu’on aura 

(8) A — (X — x 0 )/[x„-t- 0(X — .r 0 )], 

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Si l’on divise la base 
X — x 0 en éléments très petits, x, — x n , x 2 — x,, .... X — la 

surface A se trouvera divisée en éléments correspondants dont les 
valeurs seront données par des équations semblables à la formule (8). 
On aura donc encore 



(j?, — x„)/[.r # H- 0„(x,— .£•„)] H- (.r s — x,)/[.r, -4- 0,(.r 2 — x, )]+-... 
+ (-X — x„-i ) /!>„_, -t- 0„_, ( X — )], 


0„, 0,, ..., 0„_, désignant des nombres inférieurs à l’unité. Si dans 
cette dernière équation on fait décroître indéfiniment les valeurs 
numériques des éléments de X — x„, on en tirera, en passant aux 
limites, 


(iô) 



cLr. 


Exemples. — Appliquer la formule ( 10 ) aux courbes y — ax'\ 
xy — 1 , y — e x , 

En terminant cette Leçon, nous allons faire connaître une pro- 
priété remarquable des intégrales définies réelles. Si l’on suppose 
f(x)= <f(x)%(x), f(x) et y (æ) étant deux fonctions nouvelles qui 
restent l’une et l’autre continues entre les limites x = x t , x — X, et 

Œuvres de C. — S. Il, t, IV. 1 8 
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dont la seconde conserve toujours le même signe entre ces limites, la 

valeur de S donnée par l’équation (i) de la vingt-deuxième Leçon 
deviendra 

(u) I 8 ~ ^ 1 — •*») ?(' r o)x(- ri >) 

( -4- (d?,— #,) ?(.*,) - -+(X — | ) 9( ,r n-l) )> 

et sera équivalente à la somme 

(x t — x„) x (x 0 ) -h (x t - x,) x(x,) -+- ■ • • + (X — )x(o„_,) 

multipliée par une moyenne entre les coefficients çp(a- 0 ), 9 ( 0 ?,), 
9 (^ n _,), ou, ce qui revient au même, par une quantité de la forme 
9 (£), £ désignant une valeur de x comprise entre x„ et X. On aura 
donc 

(12 ) S = [(.r, x 0 ) x( æ o) ■+• — ^-'i )%( a 'i )+•••+( X — ^'«-1 )X.( •*'«- 1 ) I <9 ( î ), 

et l’on en conclura, en cherchant la limite de S, 

/(.r) clx = jf ç-(.z-) -/Jæ) clx <p ( | ) 

? désignant toujours une valeur de x comprise entre æ„ et X. 
Exemples. — Si l’on prend successivement 




on obtiendra les formules 

04) f(x)dx = f(t) f dx — (X — x 0 ) /(£,), 

c '-*o .r„ 

( 1 5 ) f X f(*)dx=r-Utt) 

*/r 0 X 

(j6) f X /(x)dx = a-a)/(l--a) = (?-«) I 

^jr 0 X a - r Q a 
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dont la première coïncide avec l’équation (19) de la vingt-deuxième 
Leçon. Ajoutons que le rapport — dans la seconde formule, et le rap- 
port -- dans la troisième, doivent être censés positifs. 

1 x\—n 
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VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 


DES INTÉGRALES DÉFINIES DONT LES VALEURS SONT INFINIES OU INDÉTERMINÉES. 
VALEURS PRINCIPALES DES INTÉGRALES INDÉTERMINÉES. 


Dans les Levons précédentes, nous avons démontré plusieurs pro- 
priétés remarquables de l’intégrale définie 


(|) 



dx , 


mais en supposant : i° que les limites a? 0 , X étaient des quantités 
finies, 2° que la fonction f(x) demeurait finie et continue entre ces 
mêmes limites. Lorsque ces deux especes de conditions se trouvent 
remplies, alors, en désignant par x t , x 2 , ..., x„_ { de nouvelles 
valeurs de x interposées entre les valeurs extrêmes x (f , X, on a 



/( x ) dx — 





dd\ 


Quand les valeurs interposées se réduisent à deux, l’une très peu 
differente de x {) > et représentée par £ 0 , l’autre très peu différente de X, 
et représentée par l’équation (2) devient 



et petit s’écrire comme il suit : 
x r \ 

f(x)dx -2 (£ 0 ~- x 0 ) f[x 0 -h 0 o(£o— x 0 )] •+- / /(*) dx + (X - i)f[l -h 0(X — £)], 

Q„. 0 désignant deux nombres inférieurs à l’unité. Si, dans la dernière 
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formule, on fait converger vers la limite x n , et \ vers la limite X, on 
en tirera, en passant aux limites, 



Lorsque les valeurs extrêmes x 0 , X deviennent infinies, ou lorsque 
la fonction /(x) ne reste pas finie et continue depuis x — x„ jus- 
qu’à x = X, on ne peut plus affirmer que la quantité désignée par S 
dans les Leçons précédentes ait une limite fixe, et par suite on ne voit 
plus quel sens on doit attacher à la notation (i) qui servait à repré- 
senter généralement la limite de S. Pour lever toute incertitude et 
rendre à la notation (i), dans tous les cas, une signification claire et 
précise, il suffit d’étendre par analogie les équations ( 2 ) et (3) aux 
cas même où elles ne peuvent plus être rigoureusement démontrées. 
C’est ce que nous allons faire voir en quelques exemples. 

Considérons, en premier lieu, l’intégrale 



c x dx. 


Si l’on désigne par et \ deux quantités variables, dont la première 
converge vers la limite — oc, et la seconde vers la limite oc, on tirera 
de la formule (3) 



e x dx 


lirn I e x dx lim ( — 

«A» 




— c" — e~ x — x. 


Ainsi, l’intégrale (4) à une valeur infinie positive. 
Considérons en second lieu l’intégrale 


(■>) 



prise entre deux limites dont l’une est infinie, tandis que l’autre rend 
infinie la fonction sous le signe J', savoir En désignant par et l 
deux quantités positives, dont la première converge vers la limite 
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zéro, et la seconde vers la limite », on tirera de la formule (3) 

^dx 
X 


r^ = l im /' S ^=H,nl 

Jo æ A æ 


i= 1= 

Ço o 


Ainsi l’intégrale (5) a encore une valeur infinie positive. 

Il est essentiel d’observer que, si la variable x et la fonction f(x) 
restent finies l’une et l’autre pour une des limites de l’intégrale (i), 
on pourra réduire la formule (3) à l’une des deux suivantes : 

(6) f /(x) dx — lim j' f(x)dx, J f(x)dx — lim f f(x)dx. 

• r o * ' v o 

On tirera en particulier de ces dernières 

c x dx zz e° — e~* — i , f 

s d n 


(7) 


\f- 

I rj 


: 1 O zz — oc, 


e x dx =rr e 00 — e° oc, 

* 1 dx 




Considérons maintenant l’intégrale 


( 8 ) 


f ' dx 


dans laquelle la fonction sous le signe J , savoir ~t devient infinie 

pour la valeur particulière x = o comprise entre les limites x = -- 1 , 
• x = 4 - 1 . On tirera de la formule ( 2 ) 


. f + 1 dx f 0 dx f 1 dx 

(9) • X, v=X,- + i _ 

La valeur de l’intégrale (8) parait donc indéterminée. Pour s’assurer 
qu’elle l’est effectivement, il suffit d’observer que, si l’on désigne 
par £ un nombre infiniment petit, et par p., v deux constantes posi- 
tives, mais arbitraires, on aura, en vertu des formules (G), 



(10) 
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Par suite, la formule (9) deviendra 



et fournira pour l’intégrale (8) une valeur complètement indéter- 
minée, puisque cotte valeur sera le logarithme népérien de la con- 
stante arbitraire -• 

V 

Concevons à présent que la fonction /(x) devienne intinie entre 
les limites x = x 0 , x = X, pour les valeurs particulières de x repré- 
sentées par x { , x s , . .., x m . Si l’on désigne par z un nombre infini- 
ment petit, et par p,, v, , pu, v 2 , ..., p„„ v„ t des constantes positives, 
• mais arbitraires, on tirera des formules (2) et (3) 


(12) 


jf f{x)dx-j f(x)dx + jf f(x)dx + ...+j' f(x)dx 

r i — EJXi p, .r, — £(Lj ^ \ 

/ f(x)dx+l f(x)dx + ...+ I f( x ) dx 

- - r n + ev, J x m -4- £ y m 


Si les limites x u , X se trouvaient elles-mêmes remplacées par — x 
et +x, on aurait 


( 1 3 ) ij /(x) dx •_ 


lim 


/ J’, — £(A, ^.lj— £(X 3 

f(x)dx+ ! f(x) dx - 

_ *0,4- SV, 

- 


-T /(.r) 

*/r w f £V m 


rf.c 


p, v désignant deux nouvelles constantes positives, mais arbitraires. 
Ajoutons que, dans le second membre de la formule (i3), on devra 

rétablir X à la place de ou x t à la place de — —, si des deux quan- 
tités x„, X une seule devient infinie. Dans tous les cas, les valeurs 
des intégrales 



déduites des équations (12) et(i3), pourront être, suivant la nature 
de la fonction f(x), ou des quantités infinies, ou des quantités finies 
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et déterminées, ou des quantités indéterminées qui dépendront des 
valeurs attribuées aux constantes arbitraires jjl, v, p.,, v,, . . . , v w . 
Si,dansles formules (12) et(i 3 ), on réduit a l’unité les constantes 



arbitraires jjl, v, jj.,, 

v,, .. 

• » v /;/ , on trouvera 


(i5) 

j f(x)d.r - liai 

[JC 

— £ £ 

f(æ) dæ -h / f(æ)dæ- f- . . 

J X x -+- £ 


( 16 ) 

f f(x)dæ— liai 
00 

7 : 

/(.r ) dæ -h / /(a*) c&r + . , 

*/r, -+■ e 

■■+f /(*) 

«7r m -f- £ 


Toutes les fois que les intégrales (1 4 ) deviennent indéterminées, les 
équations (i 5 ) et (16) 11e fournissent pour chacune d’elles qu’une 
valeur particulière a laquelle nous donnerons le nom de valeur prin- 
cipale. Si l’on prend pour exemple l’intégrale (8) dont la valeur géné- 
rale est indéterminée, on reconnaîtra que sa valeur principale se 
réduit a zéro. 
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YIN &T-CIN QUIÈME LEÇON. 

INTÉGRALES DÉFINIES SINGULIÈRES. 


Concevons qu’une intégrale relative à x, et dans laquelle la fonc- 
tion sous le signe J est désignée par f(x), soit prise entre deux 
limites infiniment rapprochées d’une certaine valeur particulière a 
attribuée à la valeur x. Si cette valeur a est une quantité finie, et si 
la fonction /(x) reste finie et continue dans le voisinage d a x ■— a, 
alors, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxième Leçon), l’intégrale 
proposée sera sensiblement nulle; mais elle pourra obtenir une valeur 
finie différente de zéro, ou même une valeur infinie, si l’on a 


a=d r ao ou bien f(a) =±oc. 

I)an s ce dernier cas, l’intégrale en question deviendra ce que nous 
appellerons une intégrale définie singulière . 11 sera ordinairement 
facile d’en calculer la valeur à l’aide des formules (i 5 ) et (16) de 
la vingt-troisième Leçon, ainsi qu’on va le voir. 

Soient t un nombre infiniment petit et p., v deux constantes posi- 
tives, mais arbitraires. Si a est une quantité finie, mais prise parmi 
les racines de l’équation f(oc) = ± oc, et si f désigne la limite vers 
laquelle converge le produit (cc — a) f(c r), tandis que son premier 
facteur converge vers zéro, les valeurs des intégrales singulières 


' f(x)dx, I f(x)dx 

a — e J a ■+• £v 
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seront à très peu près [en vertu de la formule (16), vingt- troi 

sième Leçon] 


(0 

/ f(x)dx = flfx, 

J a — £ 

(2) 

r tt+t , 

/ /(x)dx-n-- 

J a -+- sv 


Si l’on suppose au contraire a = ±x>, en appelant f la limite vers 
laquelle converge le produit x f(x), tandis que la variable x con- 
verge vers la limite ±x, on aura sensiblement [vingt-troisième Leçon, 
équation ( 1 5 )] 

_ 1 

( 3 ) J f(x)dx = {lp., 

( 4 ) f f{x)dx-—[\'-. 


11 est essentiel d’observer que la limite du produit (x — a) /(x) ou 

x/(x) dépend quelquefois du signe de son premier facteur. Ainsi, 

-1 

par exemple, le produit x{x- + x*) - converge vers la limite -+- 1 ou 
— i, suivant que son premier facteur, en s’approchant de zéro, reste 
positif ou négatif. 11 suit de cette remarque que la quantité désignée 
par f change quelquefois de valeur dans le passage de l’équation (i) 
à l’équation (2), ou de l’équation ( 3 ) à l’équation ( 4 ). 

La considération des intégrales définies singulières fournit le moyen 
de calculer la valeur générale d’une intégrale indéterminée, lorsqu’on 
connaît sa valeur principale. En effet, soit 

( 5 ) f f(x)dx 

• r o 

l’intégrale dont il s’agit, et concevons que, en admettant les notations 
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de la Leçon précédente, on 

~ r, - e|i, 

fasse 


r x 


(6) E =j| 

f(x) dx 

r n * 

if, +■ ÊV, 

f(x) dx+.. 

•+J 

f /( 

r K 

x) dx , 

M 

1! 

f f(x)dx- 4- 


f{x)dx + . . 

• + J 

f /( 

Xm *+■ £ 

. 3 ?) ckr. 


Soient, en outre, A = limE la valeur générale et B = limF la valeur 
principale de l’intégrale (5). La différence A - B = lim(E — F) sera 
équivalente à la somme des intégrales singulières 

X, - £(i, 

f(x)dx, 

— e 

4- £ 

f{x)dx, 

-4- ÊV, 

f{x)dx, 


jr m + E 

f{OC) dXy 

m + 6V m 

c’est-à-dire à la limite dont s’approche la somme des intégrales (8), 
tandis que e décroît indéfiniment. De plus, si l’on désigne par f,, 
f„, . . . , f,„ les limites vers lesquelles convergent les produits 

(x — x,)/(x), (x — x,)/(x), .... (x—x, n )f(x), 

tandis que leurs premiers facteurs convergent vers zéro, et si ces 
limites sont indépendantes des signes de ces premiers facteurs, on 
trouvera que la somme des intégrales (8) se réduit sensiblement a 



( 9 ) 




Lorsqu’on a x, — x„ ou x m = X, la différence A — B comprend une 
intégrale singulière de moins, savoir la première ou la dernière des 
intégrales (8). 
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Lorsqu’on suppose x 0 = — oo, X = -+- oo, les équations (6) et (7) 
doivent être remplacées par celles qui suivent : 


X x % — £fAj £V 

f(æ)dx . .-h / f(æ)dx, 

, £V. *■' .T™ -4- 


/ * 1 — C{*| cp.J /* 

f(x)dx + I f(x)dx+...+ I /( 

_ J_ + ev, -f- ev„, 

£|A 

1 

) F = f*' * f(x)dx+ f ' £ /(*)<**+...+ f* /( 

J 1 */r, + £ ^X m -|-£ 




Dans la même hypothèse, il faut aux intégrales (8) ajouter les deux 


suivantes 


y /(x)dx, y 


/(#) dx, 


dont la somme sera sensiblement équivalente à l’expression 


si le produit x /(x) converge vers la limite f, tandis que la variable x 
converge vers l’une des deux limites — 00, -t- ce. Si une seule des 
deux quantités x 0 , X devenait infinie, il ne faudrait conserver dans 
la différence A — B qu’une seule des intégrales (12). 

Lorsque pour des valeurs infiniment petites de e, et pour des valeurs 
finies ou infiniment petites des coefficients arbitraires p, v, p 4 , v,, . . . , 
p m , v m» les intégrales singulières (8) et (12), ou du moins quelques- 
unes d’entre elles, obtiennent ou des valeurs infinies, ou des valeurs 
finies, mais différentes de zéro, les intégrales 



sont évidemment infinies ou indéterminées. C’est ce qui arrive toutes 
les fois que les quantités f,, f 2 , .... f m ne sont pas simultanément 
nulles. Mais la réciproque n’est pas vraie, et il pourrait arriver que, 
ces quantités étant nulles toutes à la fois, les intégrales (8) et (12), 
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ou du moins quelques-unes d’entre elles, obtinssent des valeurs finies 
différentes de zéro pour des valeurs infiniment petites des coeffi- 
cients jx, v, [x ( , v,, (x m , v m . Ainsi, par exemple, si l’on prend 

f(x ) = le produit x f(x) s’évanouira pour x — o, et cependant 

l’intégrale singulière 


r d* 1( 

f lv\ 


+ 1«) 


cessera de s’évanouir pour des valeurs infiniment petites de v. 

Lorsque les intégrales singulières comprises dans la différence A— B 
s’évanouissent toutes pour des valeurs infiniment petites de e, quelles 
que soient d’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuées 
aux coefficients tx, v> fx ( , v,, . . . , |x,„, v,„, on est assuré que la valeur 
générale de l’intégrale (5) se réduit à une quantité finie et déter- 
minée. Soit en effet, dans cette hypothèse, S un nombre très petit, 
et supposons £ choisi de manière que, pour des valeurs de [x, v, jx,, 
v,, . . . , tx,„, v,„ inférieures à l’unité, chacune des intégrales (8) et ( 12 ) 

ait une valeur numérique i nférieure à ^ §• La valeur approchée 

de B, représentée par F, sera une quantité finie qui ne contiendra 
plus rien d’arbitraire; et, si l’on attribue aux coefficients jx, v, jx,, 
v, ..., fx„„ v„, des valeurs infiniment petites, E s’approchera indéfi- 
niment de A, en demeurant compris entre les limites F — 0 , F 4 - 0 . 
A sera donc compris entre les mêmes limites, et par conséquent on 
pourra trouver une quantité finie F qui diffère de A d’une quantité 
moindre qu’un nombre donné S. On doit en conclure que la valeur 
générale A de l’intégrale (5) sera, dans l’hypothèse admise, une 
quantité finie et déterminée. 

Des principes que nous venons d’établir on déduit immédiatement 
la proposition suivante : 

Théorème. — Pour que la valeur générale de l’intégrale (1) soit finie 
et déterminée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales singu- 
lières (8) et ( 12 ) qui se trouvent comprises dans la différence A — B se 



150 HÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL. 
réduisent à zéro, pour des valeurs infiniment petites de t, quelles que 
soient d’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuées aux 
coefip.cie.nts p., v, p.,, v, p. m , v,„. 

Exemple. — Soit une fonction rationnelle. Pour que Tinté- 

grale L m v& dæ conserve une valeur finie et déterminée, il sera 

nécessaire et il sufFira : i° que l’équation F(a?) = o n’ait pas de 
racines réelles; 2 ° que le degré du dénominateur F (x) surpasse, 
au moins de deux unités, le degré du numérateur f(a?). 
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VINGT-SIXIÈME LEÇON. 

INTÉGRALES INDÉFINIES. 


. . r x 

Si, dans l’intégrale définie / /(x) dx, on fait varier l’une des deux 


limites, par exemple la quantité X, l’intégrale variera elle-même avec 
cette quantité; et, si l’on remplace la limite X devenue variable para?, 
on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction de x, qui sera ce 
qu’on appelle une intégrale prise à partir de l 'origine x = a? c . Soit 


(1) f(x)dx 

cette fonction nouvelle. On tirera de la formule (19) (vingt-deuxième 
Leçon ) 

( 2 ) $(x) — (x — x 0 )f[x„+6(x — #„)], ${x a ) — o, 

0 étant un nombre inférieur à l’unité, et de la formule (7) (vingt- 
troisième Leçon) 


/(x) dx — j f(x)dx—\ /( x)dx — <xf(x 

T.. JT» .t' 


6x) 


OU 


(3) $(x + <x) — § {x) =. <xf(x -t- dx). 

Il suit des équations (2) et (3) que, si la fonction /(x) est finie et 
continue dans le voisinage d’une valeur particulière attribuée à la 
variable x, la nouvelle fonction §{x) sera non seulement finie, mais 
encore continue dans le voisinage de cette valeur, puisqu’à un accrois- 
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sement infiniment petit de x correspondra un accroissement infini- 
ment petit de §(x). Donc, si la fonction f(x) reste finie et continue 
depuis x — x 0 jusqu’à x = X, il en sera de même de la fonction $(x). 
Ajoutons que, si l’on divise par a les deux membres de la formule (3), 
on en conclura, en passant aux limites, 

(4) $'(x) =/(*)• 

Donc l’intégrale (i), considérée comme fonction de x, a pour dérivée 
la fonction /(x) renfermée sous le signe J dans cette intégrale. On 
prouverait de la même manière que l’intégrale 

/ X 

f{x)dx = — f(x)dx, 

‘'X 

considérée comme fonction de x, a pour dérivée — /(x). On aura 
donc 

(5) éL f f( x ) dæ ~f(x) el JZ f f{x)dx = —f(x). 

•r 0 J x 

Si aux diverses formules qui précèdent on réunit l’équation (G) de 
la septième Leçon, il deviendra facile de résoudre les questions sui- 
vantes. 

Problème I. — On demande une fonction u(x) dont la dérivée xz\x) 
soit constamment nulle. En d'autres termes, on propose de résoudre 
l’équation 

( 6 ) rn'(x)=zo. 

Solution. — Si l’on veut que la fonction ts(x) reste finie et con- 
tinue depuis x = — oo jusqu’à x = + ao, alors, en désignant par x 0 
une valeur particulière de la variable x, on tirera de la formule (6) 
(septième Leçon) 

rs(x) — vs{x 0 ) — (x — x Q ) tïj'Oo -i- 9(x — #„)] — o 

et, par suite, 

(7) 


jss x = ra (. r 0 ), 
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ou, si l’on désigne par c la quantité constante u*(x 0 ), 

( 8 ) üj(x) z=z c. 

Donc alors la fonction a(x) devra se réduire a une constante et con- 
server la même valeur c, depuis x = — co jusqu’à x = od. On peut 
ajouter que cette unique valeur sera entièrement arbitraire, puisque 
la formule (8) vérifiera l’équation (6), quel que soit c. 

Si l’on permet à la fonction n(x) d’offrir des solutions de conti- 
nuité correspondantes à diverses valeurs de x , et si l’on suppose que 
ces valeurs de x , rangées dans leur ordre de grandeur, soient repré- 
sentées par a?,, a? 2 , x m9 alors l’équation (7) devra subsister seu- 
lement depuis x = — ce jusqu’à x — x i9 ou depuis x = x i jusqu’à 
x ~ x 2 , . . . , ou enfin depuis x = x m jusqu’à x — - -4- oc, selon que la 
valeur particulière de x représentée par x 0 sera comprise entre les 
limites — co et x i9 ou bien entre les limites x { et x 2 , ou enfin 
entre les limites x m et 00. Par conséquent, il ne sera plus nécessaire 
que la fonction rz(x) conserve la même valeur depuis x = — oc jus- 
qu’à x — -h 00, mais seulement qu’elle demeure constante entre deux 
termes consécutifs de la suite 

— co, x u x 2 , æ m , -hoc. 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si l’on prend 

r — x., 
x^x 2 f ^ 
x x m 
\/(x — x m Y 

c 0 , c, , c. 2 , . . . , c m désignant des quantités constantes, mais arbitraires. 
En effet, dans ce cas, la fonction xs{x) sera constamment égale à c H 
entre les limites x — — oo, x — x, ; à c, entre les limites x—x n 
x — x. 2 , ... ; entin à c m entre les limites x = x m , x = oo. 

Si l’on veut que a(x) se réduise à e 0 pour des valeurs négatives, 


Td{x) 


C 0 ~h C„ 


C — C„ x — .r, 


(9) 


W - Y 


vT 


ni t '/n—l 
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et à c, pour des valeurs positives de x, il suffira de prendre 


(IO) 


c 0 4-c, , «I — C„ x 

~ ; 1 — — :~T. * 

2 2 


Problème 11 . — Trouver la valeur générale de y propre à vérifier 
l’équation 


(ii) 


d y =/{x)dx. 


Solution. — Si l’on désigne par F(^r) une valeur particulière de 
l’inconnue y, et par F(a?) + cr(;r) sa valeur générale, on tirera de 
la formule (i î), à laquelle ces deux valeurs devront satisfaire, 


F '(x)=f(.x), V'(x) -+- rs'(x) ------ f(x) 


et, par suite, 


ra'(-r) — o. 

D’ailleurs, il résulte de la première des équations (5) qu’on satisfait 
à la formule (i i) en prenant y— f f(x)dx. Donc la valeur générale 


de y sera 
( 12 ) 


y — f /(A‘ ) dx -r m(x), 


n(x) désignant une fonction propre à vérifier l’équation (6). Cette 
valeur générale de y, qui comprend, comme cas particulier, l’inté- 
grale (i) et qui conserve la même forme, quelle que soit l’origine x u 
de cette intégrale, est représentée dans le calcul par la simple nota- 
tion J" f(x)dx, et reçoit le nom à' intégrale, indéfinie. Cela posé, la for- 
mule (î i) entraîne toujours la suivante 

(l3) y “ Jf{ x ) dx , 

et réciproquement, en sorte qu’on a identiquement 


04) 


d J /(x) dx —/(.*) dx. 


Si la fonction F(;r) diffère de l’intégrale ( i), la valeur générale de y, 
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ou ^ f(x)dx, pourra toujours être présentée sous la forme 

(i 5 ) ff(x)dx = F(x) + rs(x), 

et devra se réduire à l’intégrale (i), pour une valeur particulière 
de rs(x) qui vérifiera en même temps l’équation (6) et la suivante : 


06 ) 


-f(.r) - jf f(x)clx — F 


(x) -t- 


Si, de plus, les fonctions /(x) et F(a?) sont l’une et l’autre continues 
entre les limites x = x a , x — X, la fonction $(x) sera elle-même con- 
tinue, et par suite a(x) --j(x) — F (x) conservera constamment la 
même valeur entre ces limites, entre lesquelles on aura 

üj(x) - :w(.r„), 

J(x) — V(x ) — F(.r 0 ) — •- F(a?«), $(x) = F(x) — F(x„), 

(17) jf f(x)dx F ( x ) — F(.r„ ). 

linfin, si dans l’équation (17) on pose x — X, on trouvera 

(18) jf f(x)dx — F(X) — F(x„). 

Il résulte des équations (10), (17) et (18) que, étant donnée une 
valeur particulière F(.r) de y, propre à vérilier la formule ( 1 1 ), 011 
peut en déduire : i° la valeur de l’intégrale indéfinie j f(x)dx; 

2 0 celles des deux intégrales définies I f(x)dx, I f(x)dx, dans 

le cas où les fonctions /(x), F (a?) restent continues entre les limites 
de ces deux intégrales. 

dx 

Exemple. — Comme on vérifie l’équation dy — — — — en prenant 
y — arc tanga;, et que les deux fonctions - ^ • arc tanga; restent 


finies et continues entre les limites x 


ao, x — », on tirera des 
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formules (i5), (17) et ( 18 ) 

■ r dx , s r x dj 

J p = arc ,an e * -+- ® < x >» J o , , t 

c' dx n 

l r+^ = 4 = °’ 783 --- 


Afotar. — Lorsque dans l’équation (17) on veut étendre la valeur 
de x au delà d’une limite qui rend la fonction f(x) discontinue, il 
faut ordinairement ajouter au second membre une ou plusieurs inté- 
grales singulières. 

dx 

Exemple. — Comme 011 satisfait à l’équation dy -- — • en prenant 

y = ' 2 \x~ , si l’on désigne par £ un nombre infiniment petit, et par [J., v 
deux coefficients positifs, on trouvera, pour x <i o, 


et, pour x > o. 



1 «r* 2 


1 X 2 , 





= l lx 2 - ±1 


if 

V 


IxM- 


L 


-{J.E 



c/.r 

x 
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VINGT-SEPTIÈME LEÇON. 


PROPRIÉTÉS DIVERSES DES INTÉGRALES INDÉFINIES. MÉTHODES POUR DÉTERMINER 
LES /VALEURS DE CES MÊMES INTÉGRALES. 


D’après ce qui a été dit dans la Leçon précédente, l’intégrale indé- 
finie 

(i) f/(x)dx ■ 

n’est autre chose que la valeur générale de l’inconnue y assujettie h 
vérifier l’équation différentielle 


(») clym f(x)dæ. 

De plus, étant donnée une valeur particulière V(x) do la même 
inconnue, il suffira, pour obtenir la valeur générale, d’ajouter à F ( x ) 
une fonction rz(x) propre à vérifier l’équation n'(x) — o, ou, ce qui 
revient au même, une expression algébrique qui ne puisse admettre 
qu’un nombre fini de valeurs constantes, dont chacune subsiste entre 
certaines limites assignées à la variable x. Pour abréger, nous dési- 
gnerons dorénavant par la lettre 0 une expression de cette nature, et 
nous l’appellerons constante arbitraire , ce qui ne voudra pas dire 
qu’elle doive toujours conserver la même valeur, quel que soit r. 
Cela posé, on aura 

(3) J f{x)dx = F(.r) -h 0. 

Quand on remplace la fonction F(a?) par l’intégrale définie jf f(x) dx , 
qui est elle-même une valeur particulière de y, la formule (3) se 
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réduit à 

(4) Jf{x)dœ—Ç /(#) dx -+- 0. 

• r o ' 

En étendant la définition que nous avons donnée de l’intégrale (i) au 
cas ou la fonction f(x) est supposée imaginaire, on reconnaîtra faci- 
lement que, dans cette hypothèse, les équations (3) et (4) subsistent 
encore. Seulement, la constante arbitraire G devient alors imagi- 
naire en même temps que c’est-à-dire qu’elle prend la forme 

g 4 4-* e 2 \j — j , et e 2 désignant deux constantes arbitraires, mais 
réelles. 

Avant d’aller plus loin, il importe d’observer qu’en formant la 
somme ou la différence, ou même une fonction linéaire quelconque 
de deux ou de plusieurs constantes arbitraires, on obtient pour 
résultat une nouvelle constante arbitraire. 

Plusieurs propriétés remarquables des intégrales définies se dé- 
duisent facilement de l’équation (4) combinée avec les formules (i3) 
^vingt-deuxième Leçon) et ( 2 ), (3), (4), (5) (vingt-troisième Leçon). 
En effet, si, après avoir remplacé X par x dans les deux membres de 
chacune de ces formules, on ajoute aux intégrales qu’ils renferment 
des constantes arbitraires, on trouvera, en désignant par a, b> c, . . . 
des constantes supposées connues, et par u , c, w , . . . des fonctions de 
la variable x , 

( 5 ) j au dx a j u dœ , 

j (m + p + dx ” J u dx j v dx -H J w dx -\- . . . , 
j (u — r) dx ~ j u dx — j v dx, 

Ç (au •+- bv ~\~ cw H- . . . ) dx — a j u dx -h b f v dx 4 - c j w dx i . . . , 

J ( u -f- v \J — 1 ) dx = j udx h- y/ — 1 j c dx. 

Ces équations subsistent dans le cas même où a, b , c , ..., u, e, 
ne, ... deviennent imaginaires. 

Intégrer la formule différentielle f(x)dx , ou, en d’autres termes, 
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migrer l’équation ( 2 ), c’est trouver la valeur de l’intégrale indéfinie 
J f(x)dx. L’opération par laquelle on y parvient est une intégration 
indéfinie. L'intégration définie consisterait à trouver la valeur d’une 

intégrale définie, telle quej" f(x)dx. Nous allons maintenant faire 

connaître les quatre principales méthodes à l’aide desquelles on peut 
effectuer, dans certains cas, la première de ces deux opérations. 

Intégration immédiate. — Lorsque dans la formule f(x)dx on 
reconnaît la différentielle exacte d’une fonction déterminée F(a?), la 
valeur de l’intégrale indéfinie j f(x) se déduit immédiatement de 
l’équation (3). On étend le nombre des cas auxquels cette espèce 
d’intégration est applicable, en observant que les facteurs constants 
renfermés dans f(x ) peuvent être placés à volonté en dedans ou en 
dehors du signe J [ voir l’équation (5)]. 


Exemples : 

/ a dx = a x - b 3, / ( a -b i )x a dx — x a ^~ l -b O, / x a dx ~z 

JJ J a -h i 

j Xdx=r.'-X'+Z, J^=-L+G, 

rdx 
J X"' " 

/bi— ■ fr 

/* dx 

J b 




« _ r dx 

y b, ■ 2 ^-—’ 


dx 
-b x 


2 - arc Umgx 


arc smx -b- 3 — 3 -b - n — arc cos x. 


j e x dx 


_.u £ 


./ 


cos æ dx ~ sin^r b 
dx 


h 


COS 2 c£ 


j A* 1 A dx - A* 4- S, j A x dx — 

-G, J' sinxdx 

fi 


COS# -b 3, 


tang# -b 


dx 

sin 2 # 


COt# b 


Iritêgration par substitution . — Concevons qu’à la variable x on 
substitue une autre variable z liée a la première par une équation de 
laquelle on tire z = y (oc) et x = yX z )- La formule ( 2 ) se trouvera 
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remplacée par la suivante : 

(7) djr = f[ X (z)] X '( S )d S . 

Si l’on fait, pour abréger, f[yX s ) — * a valeur générale 
«le y tirée de l’équation ( 7 ) sera représentée par l’intégrale indéfinie 
I |'(s -)dz. D’ailleurs, celle valeur générale doit coïncider avec l’inté- 
grale ( 1 ). Donc, si, en vertu de la relation établie entre x et r, on a 
identiquement 

(8) f(x)dæ — ((z) ch, 
on en conclura 

( 9 ) ff(x)dx-f((z)dz. 

Supposons maintenant que la valeur de j |'( z)dz soit donnée par une 
équation de la forme 

( 10 ) j \(z) dz ~ J (z) ; 

on tirera de celte équation 

(11) J /( x ) d.r — ft [ 9 ( X )] H- C . 

Exemples. — En admettant la formule ( 10 ) et posant successive- 
ment 

X 

X ZÏZ f/ — Zy CIX ~ Z y - ■ T- Z y X - 4 - (l 1 — Zy 

a 

1 x ~z z y e x — z y sin x g, cos.r — g , 

on tirera de la formule (n) combinée avec l’équation (5) 


j \'(x z ta) dx — J ( x db a ) -h C , 
j |’( a x ) dx -- - 3 ( a x ) 4- 0 , 



j x \'(x 2 4- a 2 )dx— ~ ri (x- 4- à 2 ) -4 0 , 


ïx a ~' i((x a )dx— -${x a ) 
J ci 
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J tla>^='1lœ + e, 

fe* ({e*)da 3 = 3(e x ) -+- G, 

J cosa? ('(sina?) ete =r (sina;) -i- G, 

J ' sin a? f(cosa?) dx = — ^(cosa?) + G. 

Ces dernières formules étant combinées à leur tour avec celles qui 
résultent de l’intégration immédiate, on trouvera 


f — = - l(a? — a) ! -+- G, 

J. a; — a 2 ' 


f 


dx 
( x — a ) 


( m — i ) ( x — a) 

C dx i . . _ 

J 7T^ = « arctang(rt * ) + e ’ 


~i ■+■ 


r tr/.r i 

J x 2 -h cz 2 ' 


dx 


î -f- 


(;)■ ■ 

/ x dx i , , 0 _ 

:> 1 = 4 - 3 , 

.r 2 4 - zz 2 2 ' 2 

/* vf dx • r — ; ■ 

/ = « -t- 

,/ v/a- 4 +«’ 


^ e“ x <te — ^e ax 4 - G, 

/ cos zz z 7 .r =r - sin rz. 

a 

P 

s 

p 


aJC dx — 

r dx : 


— e~ ax - 
a 


X dx = i (l.r) ? 0, 


flkr — r 

Æ*(“rr)'« == (Tz — iT(U-)^- 1 

sin^z/jr i 

. _ _j_ (T 

COS'-X* COS X 


sec^c ■ 


P 

J " sin a 
Ç dx 

J xix 

r e x dx 

J = arc lan 8 

/ * CO s 
si 


- cosrz ./‘ 
a 


— ll*r 4- 


C cosx dx 


sin x 


Intégration par décomposition . — Cette espèce d’intégration s’ef- 
fectue à l’aide des formules (6), lorsque la fonction sous le signe J 
peut être décomposée en plusieurs parties de telle manière que 
chaque partie, multipliée par dx, donne pour produit une expression 

OEuures de C. — S- U, t. IV. 2 I 
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facilement intégrable. Elle s’applique particulièrement au cas où la 
fonction sous le signe j se réduit, soit à une fonction entière, soit à 
une fraction rationnelle. 


Exemples : 

Ç dx __ Ç s i n 2 x H- co s 2 x 

J sin 2 .rcos 2 .r J sin 2 # cos 2 # 

r dx . r dx 

= / — * H I ~ tang# — cot# -h 3, 

J cos 2 J- J sin 2 # ° 

/ ( a -h bx -+- c x 2 H- . . . ) dx = a j dx 4- b j x dx 4- c j x*dx -4 . . . 

x~ x'i 

“• a x 4 -b- — hc T -h ... 4- 3 . 

2 3 

Intégration par parties. — Soient u et e deux fonctions différentes 
de x , et u, e' leurs dérivées respectives, uv sera une valeur particu- 
lière de y, propre à vérifier l’équation différentielle 

dy ~^z u dv 4- v du — uv' dx 4- vu 1 dx, 


de laquelle on tirera généralement 


y UV 4- 3 = j liv' dx 4- j VU 1 dx ~z j u dv 4~ j C du, 

et, par suite, 

j u dv — f/c — ( fvdu — £), 

ou, plus simplement, 

(12) f udv — uv — • f v du, 

la constante arbitraire — 3 pouvant être censée comprise dans l’inté- 
grale j e du. 

Exemples : 


j I X dx m x 1 X — j* X — # ( I # — I ) 4 ~ 3, j* JL 

Jxcosxdx — x sin# 4 - cos# -4 3, 
j x sin x dx = — x cos# 4 - sin x 4 - 3, 


x e x dx = e x ( x — j ) 4 - 3 , 
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Nota. — 11 est essentiel d’observer que les constantes arbitraires, 
qui sont censées comprises dans les intégrales indéfinies que renfer- 
ment les deux membres de l’équation (12), peuvent avoir des valeurs 
numériques très différentes. Cette remarque suffit pour rendre raison 
cl « la formule 




dæ 
æ 1 ./• 


à laquelle on parvient, en posant dans l’équation (12) 
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VINGT-HUITIÈME LEÇON. 

SUR LES INTÉGRALES INDÉFINIES QUI RENFERMENT DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


On appelle fonctions algébriques celles que l’on forme en n’em- 
ployant que les premières opérations de l’Algèbre, savoir l’addi- 
tion, la soustraction, la multiplication, la division, et l’élévation 
des variables a des puissances fixes. Les fonctions algébriques d’une 
variable sont rationnelles lorsqu’elles contiennent seulement des puis- 
sances entières de cette variable, c’est-à-dire lorsqu’elles se réduisent 
à des fonctions entières ou à des fractions rationnelles. Elles sont irra- 
tionnelles dans le cas contraire. 

Cela posé, concevons que, f(x) désignant une fonction algébrique 
de .r, on cherche la valeur de l’intégrale indéfinie J f(x)dx. Si la 
fonction f(x) est rationnelle, on décomposera le produit f(x) dx en 
plusieurs termes qui se présenteront sous l’une des formes 


( i ). A x"' dx , 


A dx 

, 

x — a 


A dx ( A qz B y/ — i ) dx ( A qz B y/— i ) dx 

(x — a) m x — a q: (3 y/— i (# — a q: |3 y/— i V” 


o, a, p, A, B désignant des constantes réelles et rn un nombre entier; 
puis l’on intégrera ces différents termes à l’aide des équations 


/ T m- t-t /* A fj T 

A x m dx — - A +C, / ~--^=iAI(^-«)*+2 l 

ni -h i J x — a 2 ’ 


À dx 


n ; 


f- J -~ 




/ 


(x— a) 2 -+- 

— | (A qi B y/— — cc) 2 h~J3 2 ] -4- (B±Ay/ — i)arc lari£ : * a 

(à q= By/^7)âta __ ÀzqBy/— i 


T 


J + P y/- O" 1 (m - i) (x - a qi (3 \[- i)' 


t~ î 
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dont les premières se déduisent des principes établis dans la i^econ 
précédente, et dont la dernière, tirée par induction de la troisième, 
peut être, a posteriori, facilement vérifiée. 

Exemples : 


Rts, 


By/— i A -h- B J— i 

_j 


(3 \J— i x — a H- (3 \/ — i 


dx 


= Al[(^r--^) î -i-j3 2 ]-H2B arc tang — 0 — 

r* 

= 

J x 2 —l J 2 \x — I X -4-1/ 4 \ X -f- 1 / 

/.a? f/.r i . , 0 x _ 

r — 1 ( Æ' 2 I ) -j- O, 

.T 2 1 2 X 7 

f dx_ __ r i / i 
,/ .r :i - i “J 3 \jT^7 


J? -h 2 


- 1 


X 1 -(- X -+- l 

I 


2 4- ï 


6 ^ + + i y /3 


V/3 


Lorsque la fonction f(x), sans cesser d’être algébrique, devient 
irrationnelle, il n’y a plus de règles générales au moyen desquelles 
on puisse calculer en termes finis la valeur de j' f(x)dx. A la vérité, 
il suffirait, pour y parvenir, de substituer à la variable x une seconde 
variable s tellement choisie que l’expression f(x)dx se trouvât trans- 
formée en une autre f(s)dz, dans laquelle la fonction |’(s ) lut ration- 
nelle. Mais on n’a point de méthode sûre pour opérer une semblable 
transformation, si ce n’est dans un petit nombre de cas particuliers 
que nous allons faire connaître. 

Soit d’abord f \{x,’z) une fonction rationnelle de x et de s, s étant 
une fonction irrationnelle de x , déterminée par une équation algé- 
brique d’un degré quelconque par rapport à z, mais du premier degré 
par rapport à x. Pour rendre rationnelle et intégrable la formule dif- 
férentielle î(x, z)dx, il suffira évidemment de substituer la variable r 
à la variable x. On doit surtout remarquer le cas où la valeur de : est 
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fournie, soit'par l’une des équations binômes 


(») s"— (qx +■ b) = o, (cr B .x ■+■ b B )z" — (fl|.r -4- 6,) = o, 

soit par l’équation du second degré 

(3) {a B æ + b B )z‘ t ~ 2 ( 0 , .r + b t )z — ((TjJ? 4- b 2 ) o, 

a, b, a 0 , b„, a ,, b,, a b., étant des constantes réelles et« un nombre 
entier quelconque. Comme on satisfait aux équations ( 2 ) en posant 


1 

Z"(ax-\-b) n ou 


/ fl£ +* 1 ÿ > 

\a^æ -t- b J 


et h l’équation (3) en posant 


a { x - f- b | 4- \j ( a x æ -h b { )*- h ( a 0 æ -h ô 0 ) (a 2 x -h b 2 ) 
a 0 .r-hb 0 


il en résulte qu’on rend intégrable la formule 


(4) 


f | x, (a x />)"] dx ou f 




en égalant à - le radical qu’elle renferme, et les deux formules 

fl x a ' æ + \ /(a\X -\r b j ) 2 4- (q 0 .r -f- /v 0 ) (tf 2 J? 4~ ô 2 ) j ^ 

L + J r ’ 

f[.r, \/(^i* r -+“ ) 2 -H {a 2 x b 0 ) (a {) x -h b 2 ) J dx, 

en y substituant la valeur de x en ^ tirée de l’équation (3) ou, ce qui 
revient au même, de la suivante : 



(6) \J\a x x h- bd)-~\- (a Q x -h b 0 )(a 2 x -h b 2 ) ru (a 0 x -+- b 0 )z — (a { x -h b t ). 

Concevons maintenant qu’il s’agisse de rendre intégrable l’expres- 
sion 

(7) ï(x, s/Kx-^h H æ h- (!) dx, 

À, B, C étant des constantes réelles. 11 suffira évidemment d’employer 
l’équation (6), après avoir réduit le trinôme A a? 2 -h lïx h- C a la forme 
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(a > x + b l ) i +(a ll x + b (l )(a. i x + b.,). Or on peut effectuer cette réduc- 
tion d’une infinité de manières, en choisissant un binôme a, a? -4- b { tel 
que la différence £x* + Bx 4- C — (a r v 4- A,) 2 soit décomposable en 
facteurs réels du premier degré, c’est-à-dire tel que l’on ait 

(8) AA;+Caî-Ba l i 1 +JB‘-AC>o. 

En cherchant les valeurs les plus simples de a { et de b { propres à rem- 
plir cette dernière condition, on trouvera : t° si -* B 2 — AC est positif, 


— 0, b 1 = 0; 

2 0 si A est positif, 

rti--A 2 , b t = 0; 

3 ° si C est positif, 

— C 2 , a,— o. 

De plus, comme on aura 

Ax‘+ B.r + C - U'x)'- I X (B r + C) 
et 

A r : -h Rx’ + C — (c *) 2 -■ x ( A x 4- R ) , 


on pourra prendre dans le second cas a tl x 4- b tt — t, et dans le troi- 
sième a„x 4 - b„ — x. En résumé, si A.r 2 4-B.T4-C est le produit de 
deux facteurs réels a 0 x 4 - /»„, a.,x + h, t ,- 011 rendra la formule (7) 
rationnelle en posant 

( 9 ) \/(a„x + h) (tf t #4 b 2 ) -(ci„.r + b„): ou — — ~-r — z \ 

(h 1 1 0(1 

Dans le cas contraire, le radical sfkx 1 4 - \\x 4 - C ne pourra être une 
quantité réelle, à moins que les deux coefficients A et C ne soient 
positifs. Dans tous les cas, on rendra l’expression (17) rationnelle 
en supposant 

I si A est positif, \/k J* 2 H- B ./• -1 C : 

et 

1 / , ’ , 

si C est positif, y A J,i + B x ~ C 2 ou 1 / A + H - 4- C — z 



168 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL. 

Il est aisé de vérifier, a posteriori, ces diverses conséquences de la for- 
mule (16). 

Exemples. — On tirera de la première des équations (io) 



dx 

X 2 -h B X -r C 




l(ÀÆ'-4-{B-+-A 2 v^A.x ,2 H-B.r-f-C) 0 

_____ h 

A 2 


/ 

/ 


dx 

\fx ï + i 

dx 

y/.r 2 — i 


= 1 (x -+- s/x* 1 )-+-©, 


= 1 (x -+■ i ) -I- S, 


Il importe d’observer que, si l’on désigne par f (u,v,w, . . .) une 
fonction entière des variables u, v, w, ... , et par p, q, r, .. . des divi- 
seurs du nombre entier n, les expressions différentielles 



seront de la même forme que les expressions (4) et pourront être 
intégrées de la même manière. Ainsi l’on trouvera, en posant x — c", 


' dxz^&j' =6[{ï*-s + il(i + s)*] + S. 


Ajoutons que l’on réduira immédiatement les expressions différen- 
tielles 


( 12 ) 


1 “ 

i\ {ax^ b)^\x^~ x dx y f x^ y ( 

L J L \ a 0 xV- 4- b 0 ) J 


xP ~ 1 dx 


(pi désignant une constante quelconque) aux formules (4), et l’ex- 
pression 

f[cT, (a 0 x 4- b 0 )\ (a, x -f- b x ) 2 ] dx 


(,3) 
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à la formqiJe (7), en posant, dans les expressions (12) x^ = y et dans 
l’expression (i 3 ), a 0 x -4- b„ = y-. 


Exemples. 


— On intègre - dx, en posant x~ 


y, y ~ 1 = s a 


ci V 

ou simplement a;- — 1 = z' 1 , et — r > en posante — 1 — y-, 

(x~ i)^'h- (ar-H 

.1 # 1 x 

puis ( y- -1- 2) ü = :-you simplement (x — i)' J h- (a? -h r) 2 — s. 

En terminant cette Leçon, nous ferons remarquer que, dans tous 
les cas où l’on parvient à calculer la valeur d’une intégrale indéfinie 
qui renferme une fonction algébrique, cette valeur se compose de 
plusieurs termes dont chacun se présente sous l’une des formes 


04 ) 


f(~c), Alf(.r), A arc tang f(a?)* 


f(a?) désignant une fonction algébrique de x , et A une quantité con- 
stante. Les expressions arc sina? = arc tang 


arc cosj? et autres 


* \j I — 

semblables sont évidemment comprises sous la dernière des trou 
formes que nous venons d’indiquer. 


A A 


OEuvres de C . — S. Il, t. IV r . 
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VINGT-NEUVIÈME LEÇON. 

sur l’intégration et i,a réduction des différentielles binômes, et de 

QUELQUES AUTRES FORMULES DIFFÉRENTIELLES DU MÊME GENRE. 


Soient a, b, a,, b,, X, p, v des constantes réelles; y une quantité 
variable, et faisons = x. L’expression (ay x ■+■ by dy , dans laquelle 
d.r a pour coefficient une puissance du binôme ay' - 1 - b, sera ce qu’on 
appelle une différentielle binôme, et l’intégrale indéfinie 

( i ) j {a y^ + b)V- dy — j j ( a x -H b )ï x>~ d.r 

sera le produit de ^ par une autre intégrale comprise dans la formule 
générale 

(2) f ( ax -+- t> )'■'■ ( a, x -i- b | ) v d.r, 

dont nous allons maintenant nous occuper. 

On détermine facilement l’intégrale (2), lorsque les valeurs numé- 
riques des exposants p., v et de leur somme p 4- v se réduisent à trois 
nombres rationnels, dont l’un est un nombre entier. En effet, dési- 
gnons par /, m, n des nombres entiers quelconques. Pour intégrer les 
expressions différentielles 

* 

-i: 

( ci x -4- b ) ±l ( a A x b x ) n dx, 

± — 

(ax-hb) n (a x x 4- b x ) ±f dx, 

. ±. ™ ± / ± "i 

(ax b) n (a t x b t ) n dx, 
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il suffira de poser successivement (mif la vingt-huitième Leçon) 

, , a æ 4 - b 

a x x 4 - b { n z", ax 4- & ~ z". — — z n . 

a \ x H- b x 

La formule {ax 4- b)^(a { x -f- b K ) v dx n’étant pas tou jours inté- 
grable, il est bon de faire voir comment on peut ramener la détermi- 
nation de l’intégrale ( 2 ) à celle de plusieurs autres intégrales de 
même espèce, mais dans lesquelles les exposants des binômes ax - 4 - />, 
4 - b { ne soient plus les mêmes. Pour y parvenir de la manière la 
plus directe, on aura recours à l’équation ( 12 ) ( vingt-septième Leçon), 
que l’on présentera sous la forme 

( 3 ) J ar l ci 1 e- = a e — j a v \ cl 1 u- ; 


puis l’on supposera les fonctions a et e respectivement proportion 
nelles à certaines puissances de deux des trois quantités 

. et ,/.* -f- b 

( \ ) Cix 4- b, x 4- b J, • 

ce 1 x 4 b { 


Comme ces trois quantités, combinées deux à deux, offrent six combi- 
naisons différentes, on voit que la formule (3) donnera naissance à 
six équations distinctes. On simplifiera le calcul, en opérant comme 
si u et v devaient toujours rester positives, et réduisant en consé- 
quence la formule (3) à cette autre 


( r> ) f tiv ci 1 e tn> — ) uv ci l u, 

puis ayant égard aux équations 


d I ( a x 4 -b ) . 
d I ( a { x 4- b { ) 


d 1 


ci dx 

a x 4 - b ’ 

et j dx 
u j x 4- b x 

(ab x — b) dx 


ci x x 4 - b x (a x 4 - b ) ( a t x -4 b t ) . 


desquelles on tirera la valeur de dx pour la substituer dans l'inté- 



( 8 ) 
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grale ( 2 ). Concevons que, pour abréger, on désigne par A cette même 
intégrale. On trouvera : 

i° En supposant u proportionnel à une puissance de ax + b , et e à 
une puissance de a, x 4 - b { , 


A = u w b x ) 

J a \ 

~ d ^ a > x + b iy +x 

— ("' r + & ) tt ( g i' r + / -'|) V>I __ f + + d\(a.T + b'f 

(v-t-i)a, J (v + i)a, 


( 6 ) 


| J (ax ■+■ b)V- (a x x + b { y dx 

j (a. 2 r + i)(*(a,.r-t-/;|) v+1 

( “ (v -+- !)«, 


- — — — f(ax + b)V-~'(a l x-hb l )' l+ ' dx‘ 
(v + i )<*,./ 


2 0 En supposant « proportionnel à une puissance de a,i x + />,, et e 
ii une puissance de ax 4 - b. 


(7) 


I / 


( a x 4 - b ( a x æ 4- h x ) v dx 

(ax + h)\ M (a A x-\-h x y va, 


+ i)a 


(H--4 - \)a 


f {ax-\-b)^ x {a [ œ- } rb { y^ dx ; 


3° En supposant ?/ proportionnel à une puissance de r 


h une puissance de -b 6, 




[«.r -h (n?,# -f- b, ) v + ! 


I(rt,.T 4~ //, ) 


=/(ï 


ax -h b \V- («| x -h )b + - v + 1 


x-\-b x ) (jx-bv4-i)a l 

r 


d\(a l x 4 - )P +VH * 1 


(a# 4 - 4- b^^ f (ax 4- 4- />,) v+1 ^ ^ ar 4- b \! A 


( (j. 4- v 4- 1 ) 


(|X + V+ l)fl, 


\a x æ + bj 


/ J (ax -h b)P (a x x 4- 6,) v dx 

= («.» + V-n _ ^±,-a,h + + 

( . (p+v + jja, (fi + v-t-i)a, ./ v ' 


4° En supposante proportionnel à une puissance de 


<l,x 4- A| 
m + b ’ 


et v 
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(9) 


à une puissance de ax 4- b, 

'K 

J(ax 4- ( a x x -h b x ) v dx 

- ^ 


i + + v(a x b — ab x ) r . ^ 

j =- ( p + v+ " i)a TjT i ^ + 05- /<** + »)»(«.« + ». r» *■ ; 


5 ° En supposant « proportionne] à une puissance de a,# 4- 6 ,, et cà 

, ax 4 - 6 

une puissance de v-> 

r a x æ + b { 


x 4- b )i X4-1 ( a { x -h b x ) v+1 ^ j ax 4- b 


_ f (£ „ 

J ab x — a x b “ 1 a t x b x 

__ Ç (a x x 4- b x )^ +v+2 / ax 4- b X! 14 - 1 ^ j / tw + l» X^ 4-1 

J \û 1 ^4-6,/ \ a, 

_ (gg+ ft)l H - , (a, ^ + ft,r 1 _ / , (flg + A)l^ l (a 1 ^+A l r i d| . . )|t+v+î 

(p4-i)(aô,— a,/>) J (|i4-i)(aô,— a, b) ' '' ’ 

Ç (a.r4-/?)l i (a|.K4-&i)''^- c 

(l0) j = f (a * + (a , , + ll[Y dr . 

f (fx4-i)(aii — a, è) (p4-i)(aô,— a,ô) •/ ' 

6° En supposant « proportionnel à une puissance de ax 4 - b, et e à 

. , ax 4- b 

une puissance de 

1 rtj./: 4- b x 

| f (ax 4- b)P (a t x 4- b x y dx 

(") \ (a.r4-ô)!'" , - 1 (a 1 a:4-ô,) v - M (p4v4a)<ï p. ..... 

— 4-4—7-' r !r — — j — — — / (ad? 4-6 (<■ a,* + A, 

(v4-i)(a 1 ft — aè,) »+) rt,i- ai,) •/ 


A l’aide des formules (6), (7), (8), (9), (10), (11), on pourra tou- 
jours remplacer l’intégrale (2) par une autre intégrale de même es- 
pèce, mais dans laquelle chacun des binômes ax 4- b, a { x 4- b, porle 
un exposant compris entre les limites 0 et — 1. En effet, il suffira, 
pour y parvenir, d’employer une ou deux fois de suite les formules (8) 
et (9), ou du moins l’une d’entre elles, si les exposants p, v sont posi- 
tifs, ou si, l’un d’eux étant positif, l’autre est déjà compris entre les 
limites o et — 1. Au contraire, on devra employer les formules (10) 
et (11), ou du moins l’une d’entre elles, si les exposants p, v sont 
tous deux négatifs. Enfin, si, l’un des deux exposants étant positif, 
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l’autre est inférieur à — i , on fera servir la formule (0) ou la for- 
mule (7) à la réduction simultanée des valeurs numériques de ces 
deux exposants, jusqu’à ce que l’un d’eux se change en une quantité 
comprise entre les limites 0 et — j. 

Lorsque les exposants p, v ont des valeurs numériques entières, 
alors, en opérant comme on vient de le dire, on finit par les réduire 
l’un et l’autre à l’une des deux quantités 0 et — 1. Cette réduction 
étant effectuée, l’intégrale (2) se trouve nécessairement remplacée par 
l’une des quatre suivantes : 


[ j dx ~„X - j-* £, ( . l(rtJ" -r b) 2 -\- C-, / — “ , — 1 (0\X 4“ /Vj) 2 

\J J ax + b >.a J a { jc 4- b x art, 


dx 




'' a x + b 


J [ax -f b)[a i x i- b { ) ~ ab l ~a { bj a x x - 'i{ab { — a { b) \a { x-\~b l 


Kn général, toutes les fois que la formule (ax 4- &)**(«, x 4- /;,) v dx 
sera intégrable, les méthodes de réduction ci-dessus indiquées per- 
mettront de substituer à l’intégrale (2) d’autres intégrales plus simples 
dont il sera facile d’obtenir les valeurs. 

Si l’on veut appliquer les mêmes méthodes à la réduction de l’inté- 
grale (1), il faudra supposer dans la formule ( 5 ) les quantités a etc 
proportionnelles à certaines puissances, non plus des quantités (4), 
mais des suivantes : 


(i3) 


a x -f b — a y - -t- /;, x ~ r 2 , 


ax -f- b 
x 


a y' 2 4- b 

f ~ 


Exemple. — Concevons qu’il s’agisse de réduire l’intégrale 


f 

J û+rT 


=/< 


= / (!+/)■ " a dy, 


n désignant un nombre entier supérieur à l’unité. On supposera u 
etc proportionnels à des puissances de y- et de^~-; et, comme on 


d 1 


1 4- r 2 

~~ÿ* 


! y f \ . _ 2 Ay 

v+7- ~ }) C) ~ ~ jîj+yj ’ 


aura 
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on tirera de la formule (5) 

dv 


! r dv r — 7(1 -h y* 

J 0+?) tt J ^ 


04) 


d I 


| _f : y- 


“J 2(/i — 1) V „' 2 

) \ 

_ .r(' -+- i y 2 )-« +1 r 

' y{ 1 H- y 2 )' 1 ’- 

' 2 ( « — 1 ) J 

2(7* “T)~ 

y 

2 // — 3 

~ 2(« — l)(l+V ! )"- 

1 2 n — 2 


:/ô 


- /< f- 1 

) 

— 2n-h :î 

dy 
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TRENTIÈME LEÇON. 

SUR LES INTÉGRALES INDÉFINIES QUI RENFERMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES, 
LOGARITHMIQUES OU CIRCULAIRES. 


On nomme fonctions exponentielles, fonctions logarithmiques, celles 
qui contiennent des exposants variables ou des logarithmes, et fonc- 
tions tngonométriques ou circulaires, celles qui contiennent des lignes 
trigonométriques ou des arcs de cercle. Il serait fort utile d’intégrer 
les formules différentielles qui renferment de semblables fonctions; 
mais on n’a point de méthodes sûres pour y parvenir, si ce n’est dans 
un petit nombre de cas particuliers que nous allons passer en revue. 

D’abord, si l’on désigne par f une fonction telle, que l’intégrale indé- 
finie j | {z)dz ait une valeur connue, on en déduira les valeurs de 

|'( I ec ) —■ > J e x |’(e«) dx, J cosx Igsinx) dx, j sin x |’( cos x) dx, 


en posant successivement, copime dans la vingt-septième Leçon, 
1 x~z, e x —z, si n. « ~ z, cos x ~ z. 

On déterminerait de même les trois intégrales 


(■>•) 


| J |'(arc tangz-) 

{ / f(arc sin x) ~ 

1 J V 

J / f(arccos#)-- 

I J V 


dx 

i -f- x 2 

dœ_ 

l — X- 

dx 

i — x 2 


en posant, dans la première, arc tanga? = s, et, dans les deux der- 
nières, arc sinx = ; ou arc coscc = z. 
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Observons encore que, si l’on désigne par f(«), f («,<>), f(«, v, w , . . .) 
des fonctions algébriques des variables u, v, »>, . . . , il suffira de faire 
e x =z pour rendre algébrique l’expression différentielle renfermée 
sous le signe j dans l’intégrale 

(3) J f( e x )dx , 

et cosa; = 3 ou sin a? = 5 pour produire le même effet sur les deux 
intégrales 

I / f(sin.r, cos.r ) dx, 

( 1)1 ^ 

| j l‘(sirK/% sin 2 4% sin3.r, . . cos.r, cos2.r, cos 3 .r,V . .)dx 9 

dont la seconde n’a pas plus de généralité que la première, attendu 
qu’on peut y remplacer les sinus et cosinus des arcs 2 a\ 3x, f\.*\ . . . 
par leurs valeurs en sin.r et cos.r, tirées des équations de la forint» 

cos n jc -h \F— 1 sin n x " ( cos x -4- \/ -~ 1 si n x V‘ , 
cos nx — y — 1 sin nx ~ ( cos.r — y — 1 sin./ )”. 

Ajoutons que, si, dans la première des intégrales (4), on égale sin.r, 
non pas à 3, mais à ±: z' 2 , cette intégrale prendra la forme très simple 



On aura, par exemple, en désignant par u, v deux quantités con- 
stantes, 

/* 1 v _! 

((>) f sin^j? cos v .r dx -- dt \ I z 2 (1 — z) 2 dz. 

Remarquons enfin que, en supposant connues les valeurs dos inté- 
grales (3) et (4), on en déduira facilement celles des suivantes 

( 7 ) J i\e ax )dx 9 

( f f(sin&.r, cos bx)dx 9 

(8) 1- J 

| J f(sin&.r, sinsèr, sin3Z>.r, . . cos bæ, cos2 bx, cos3 b æ 9 . . .) dx, 

23 


OEuvrcs de C. — S. Il, t. IV. 
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puisqu’il suffira de diviser par a ou par b les fonctions obtenues, 
après y avoir remplacé x par ax ou par bx. 

Soient maintenant P, z deux fonctions de x, dont la première reste 
algébrique, et dont la seconde ait une dérivée algébrique s'. Si, en 
posant 

J'Pd.r = Q; jQz'dx — R, fl{z’dx = S, 

on obtient pour Q, R, S, ... des fonctions connues de la variable x, 
on déterminera sans peine, il l’aide de plusieurs intégrations pal- 
pa rti es, t 

(Çl) f P z" dx, 

a étant un nombre entier, lin effet, on trouvera successivement 

J P;" dx ; Qs tt — n f O z' c"" 1 dx, 
fQ z'z’'~ l dx — R;"-‘— (« — i) f R z'z"-' dx, 


(‘t, par suite, 

(10) J'P z" dx — Q - //R; '-‘ -h n ( n — i)S 3"- 2 — . . . -l- £. 

Lorsque la fonction z se réduit à un seul terme, elle se présente néces- 
sairement sous l’une des deux formes (roir la vingt-huitième Leçon) 

Al[f(x)], A are tang f(.r), 

A désignant une quantité constante et ((x) une fonction algébrique 
de x. 

Exemples. — Si l’on suppose la fonction P réduite à l’unité, et la 
fonction z à l’une des suivantes 


\x, arc sin.r, arc cos./, 1 {x -+- \Z.r s 1), 



CALCUL INTÉGRAL. 


179 


on tirera de la formule (10) 


(ii) j (\x) n dx --- x(\x) n i— j — ■ 


n ( n — i ) 

~(Txf~ 


n{n — i). . . 3 . 2 . f 
(I#)' 1 


( 12 ) 


j (arcsinx)''<ir 


— (arc sin#)" 


x + 


n sj i — x 2 
arc sinx 


n ( n — i ) x 
(arc sin.r ) 2 


n(n ~i)(n — 2) y/i — x- 
(arcsin #) 3 


03) 

I 

J (arc cos#)" dx 

1 — (arc cos æ) n 

n\j 1 — .r 2 

- 

n (n — v) x n(n 

— 1 ) ( n — 2 ) \j 1 — x* 

1 

arc cos x 

(arc •cos#) 2 - 

(arc cos#) 3 


j j [l(* + \l æ ' 1 -r i)|* dx 
] „ r « f vi , j- rr~M« ( n \! x ' 1 + 1 

I — I I ( & + \ X ~ 1 ) I \ 7 ■ 

('■') I K^ + ^'+O 


« ( /i — 1 ) .r 
[ l(^4-\/^ 2 4- i)] S 

/i . ( /i — 1 ) ( n — 2 ) sjj :' 1 - 
[ 1 ( x ~\-\j x 1 -h 1 )] 


Si l’on supposait P — .xf ' et - — \x , 011 trouverait 

( 1 5 ) f.r a - > (\.r)" tir— “(U’)" 


n n ( n . — 1 ) , // ( n — 1 ) . . . 3 . 2 . 1 

« I .r + ( l x f ‘ * ' a n ( I )" 


Lorsqu’on substitue ^ à x\ les formules qui précèdent deviennent 


('<») jz"e z tlz 

( f z n eos 3 dz 

(-7) < 


n n ( n — 1 ) , n ( n — j ) . . . 3 . 2 . 1 

z" ir I 1 — -\~ . . . ~ r :: — . „ 


n 

\z 1 


(n O 


-1- cos: 


7/ « ( /î — i ) ( /? — - 2 ) 


-f - 


‘(i8) 


— ^ 3" siii3 


c/3 =z n cos: 


"(« — 0 


[ /i /? 

- 


(« — 1 ) (/i — a) 


-K . . 
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I e-— e~ z T n(n — i) 




e z ~h e~ z T n 

2 Z 


n ( n — i ) (n — 2 ) 
,3 




(•?<>) 


I z n e aZ dz 


n e az 

a 


n n ( n — 1 ) 
a z a 1 z i 


n(n 


a" z n 


On pourrait établir directement ces dernières formules à l’aide de 
plusieurs intégrations par parties que l’on effectuerait de manière à 
diminuer sans cesse l’exposant n, pour le faire enfin disparaitre. 
Ainsi, par exemple, la formule (20) se déduit des équations 


(...) • 



n 

a 

n — î 
a 


fz n ~ i e az dz 1 
fz n ~-e u: dz. 


lino remarque semblable s’applique à toutes les intégrales que l’on 
déduirait de l’intégrale (10) supposée connue, en substituant z à ,r< 
L’intégration par parties peut encore servir à fixer les valeurs de 

( 22 ) j z 11 e a: eos bz dz , j z ' 1 c az sin b z dz } 


a , b désignant des quantités constantes et n un nombre entier. 
Ainsi, par exemple, on obtiendra les valeurs générales des deux 
intégrales f e?* z co&bzdz, ) e“ : $\n bzdz en ajoutant des constantes 
arbitraires aux valeurs de ces mêmes intégrales tirées des équations 


j e az cos bzdz = 
j e a: sin b z dz ~ 


c cos b z b r . , f 

h- e a: sin bzdz, 

a a J 

e a: sin bz b r 

/ e a " cos bzdz. 

$ a a J 


Au reste, la détermination des intégrales (22) peut cire simplifiée 
par le moyen des considérations suivantes. 

Comme on a ( voir la fin de la cinquième Leçon) 


t/(cosx y — 1 sinx) — (cosx + y/— 1 sinx)dxy/— 1 , 
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on on conclut 


03 ) 


j d|e“ : (cosèv 4- siniv)| 

( — (a + b\f^-l)e a: (co$b 3 + i J— i m\bz)d;, 


(u 4 ) j c" z (cosbz + \f— \ sin bz)dz — — ■+■•£, 

' a + b y/— i 


S admotlant des valeurs imaginaires. Cela posé, il est clair que les 
formules (21), et la formule (20) qui en est une suite nécessaire, 
subsisteront encore si l’on y remplace l'exponentielle c" z par le pru» 
doit 

e a: (cos b z + \f — 1 sin bz ), 


et le diviseur a par 


On aura donc 


a + b ^ — 1 , 


| j z n e aZ ( cosbz H’ \J— 1 sin/^‘)rfv 



j :• n e li: ( cos bz-\- \ i si n b z ) 

n 

1 — , - ~k . 

n(n — \ . 3 . ■.). . 1 

[ a H- b \ — 1 

(a-\- b\/~ \)z 

' (n- 1 /'V O' 1 ;" 


Si l’on ramène le second membre de celte dernière équation à la 
forme //. + ey— 1, « et e désignant des quantités réelles, ces quan- 
tités seront précisément les valeurs des intégrales (22). Les deux 
formules qui détermineront ces valeurs comprendront, comme cas 
particuliers, les équations ( 1 G), (17), (18) et (20). De plus, elles 
eut raineront l’équation (19) et se réduiront, si l’on suppose n 
aux deux suivantes : 


06 ) 


, a vos b z 4- b sin Av 
/ cos bz dz zz — e ai + : 


e az sin bzdz 


a ' 1 h fr 
a sin bz — b vos b z 


rt 2 + b % ~ 


- e <lv -i- : 
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TRENTE ET UNIÈME LEÇOÏÏ. 

SUR LA DÉTERMINATION ET LA RÉDUCTION DES INTÉGRALES INDÉFINIES, DANS LESQUELLES 
LA FONCTION SOUS LE SIGNE f EST LE PRODUIT DE DEUX FACTEURS ÉGAUX A CERTAINES 
PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS DE LA VARIABLE. 


Soient u, v doux quantités constantes, et considérons l'intégrale 

(i) f sin^vr cos v .r cLr. 

\ 

Si l’on pose sin-.r — £ ou sin# — ± z 2 , cette intégrale deviendra 



Donc elle pourra être facilement déterminée (voir la vingt-neu- 
vième Leçon), lorsque les valeurs numériques des deux (expo- 
sants ^ J 1 et de leur somme ^ ; 2 se réduiront à trois 

o <\ <x 

nombres rationnels dont l’un sera un nombre entier. C’est ce qui 
arrivera nécessairement toutes les fois que les quantités u, v auront 
des valeurs numériques entières. 

Dans tous les cas, on pourra du moins ramener la détermination de 
l’intégrale (i) ou ( 2 ) à celle de plusieurs autres intégrales de même 
espèce, mais dans lesquelles les exposants de siinr et cos.r ou de - 
et \ — z ne seront plus les memes. Pour y parvenir, il suffira d’em- 
ployer do nouveau la formule (:V) de la vingt-neuvième Leçon, savoir 

<>) f u\' ci 1 e =: uv — j avili u , 

(Mi supposant les fonctions «, e proportionnelles à certaines puis- 
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sances do deux dos trois quantités z, i — z, — 
au mémo, do doux dos trois suivantes : 


- ou, co qui revient 


si n ./■ i 

smx, cosa, = tanird? = # — • 

cos.r cot.r 


Concevons, pour fixer les idées, que l’on veuille réduire l’inté- 
grale (i). On commencera par substituer dans celte intégrale h 
valeur de dx tirée de l’une des équations 


d I sin.r 


\ d. I cos.r 


cos.r d r 


sin ,r dx 


d 1 tang.r -- — d 1 cot.r 


sin x cos.r 


puis l’on conclura de la formule (3) : i° en supposant u propor- 
tionnel à une puissance de sin.r et e à une puissance de eos,r. 


I siul /, .r co$ v .r dx : = j — sin^'.r cos V4l .r d 1 cos a? 

r — si 1 .v 
-- I — - cos v_M x d\ cos 7 '*' 1 ^- 

v l 


cn»!A-i.r cos /4_I x / s i n î x \r cos' M .r 

f- / d j ^ i n U 1 ./•, 

v 4- i / v 4- i 


(0) j sin tarons ' x dx 


si 1 1 U- 1 x eos v 1,1 r a i 


4 1 / sml x_ -.r COS Vf : x dx ■; 

v 4- i J 


2 ° en supposant u proportionnel à une puissance de cosa- et o à un- 
puissance de sina', 

/• , sin^.r cos v_l .r v — i . „ . „ . 

(7) / sin^.r cos v r dx ~ i / siu^-r cos'-.r t/,r; 

w ; J ij. 4- l W. -4 J J 


en supposant u proportionnel à une puissance de tanga: et e à une 
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puissance de cosx, 


I sin^x cos v x dx — f — sin^-'x cos v+l xdl cosx 


/ 


p. -\~ v 

sin^ -1 æ cos V4 1 x 
(J. 4- v 


cos^^.r d 1 cos^^.r 

si nî x — 1 x cos V4_1 x 


-P 


fj. - 4 - y 


d I tangt x - , .z\ 


(8) )\in' l x cos v .r dx 


sin^' 


1 x cos VM x [jl ■ 
-h ( 


[JL -H 1 


[J. 4~ 


1 r s i il l x ~ 2 x cos v x dx ; 
v «/ 


/j° on supposant a proportionnel à une puissance de cota? e( oà une 
puissance de sin o\ 


( () ) j s i il P x co s v x dx — - 


sin^ 4 - 1 x cos v_1 ./* 
[J. -i- v 


v — 
f* 4- 


-- / sin^a? COs v ~ 2 ;r cAr; 
v •' 


4° en supposant m proportionnel à une puissance de cosa? et vh une 
puissance de tanga' , 


f sin^.r oos v .r dx — f sii# 4-1 x cos 74 " 1 x d 1 tanga* 
r cos! j -' t ~ v ' h2 4' 


f (JL 4- J 

sinl Af l x oos VH x 
[J. 4- i 


lang^ Hl x d 1 ta ngt* 4-1 x 


(' sin^ 4 * 1 x cos VM x 


r- 


( i o ) y si n ^ .r co s v x dx ^ 


sin^ 4 ' 1 x cos 74-1 x 




[ J- 4- i 

- v - 
[J. 4~ 


d 1 cosH- 4 ' Vf * 2 x, 


/JL ~H v 4- 2 / . , 

— — J siii ^- x cos 7 x dx ; 


()° en supposant u proportionnel à une puissance de sina? et c à une 
puissance de cota', 


(n) f si il* 4 a* cos 7 # dx : 


SI IK 


1 X cos v 


fj(, — I— ^ — l— ^ . * 

— — - / sin^x cos v_, ' î x (/x. 

i •' 


V -+- 


A l'aide des formules (G), (7), (8), (()),»(io), (11), on pourra tou- 
jours transformer l’intégrale (1) en une autre intégrale de même 
espèce, mais dans laquelle chacune des quantités sina?, cos a? porte 
un exposant compris entre les limites — 1, -t-i. En effet, pour 
atteindre ce but, il suffira d’employer une ou plusieurs fois de suite 
Jes formules (8) et (9), ou du moins l’une d’entre elles, si les expo- 
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sants (x et v sont positifs, ou si, l’un d’eux étant positif, l’autre est 
compris entre les limites o, — i. On devra, au contraire, employer 
les formules (io) et (i i) si les exposants (x et v sont tous deux néga- 
tifs, ou si, l’un d’eux étant négatif, l’autre est compris entre les 
limites o et i. Enfin, si, l’un des deux exposants étant positif, mais 
supérieur à l’unité, l’autre est négatif, mais inférieur à — i, on fera 
servir la formule (6) ou la formule (7) à la réduction simultanée des 
valeurs numériques de ces deux exposants, jusqu’à ce que l’un d’eux 
se trouve remplacé par une quantité comprise entre les limites — 1 
et -+- 1. 

Dans le cas particulier où l’on suppose fx 4 - v = o, les équations (6 ) 
et (7) deviennent. 


0-0 


/'* ( n n * r(A — 1 'y. rt 

f t a n gf* x dx — — ~ — p- — / t a n gP- 2 x dx , 

/-• cot v ~“ 1 x r* 

j col v xdx — — — f col v ~ 2 x dx. 


Lorsque les exposants u et v ont des valeurs numériques entières, 
alors, en opérant comme il a été dit ci-dessus, on finit par réduire 
chacun d’eux à l’une des trois quantités -t- i, o, — i, et l’intégrale (x) 
se trouve nécessairement remplacée par l’une des neuf suivantes : 


f dx — x -4- < 
f cos.r dx --r: si 11 x 


j s in. z- dx =z — co s x -b 8 , 
j si n x cos.r dx ~ J si n 2 x -b 8 , 


f 

* si n x dx 

- J 1 COS 2 ./’ 

J 

cos J? 

( 

* cos x dx 

{ 1 sin‘ 2 .r 

J 

sin.r 

J 

dx 

cos./’ si n./; 

{ 1 ta iib'-/ 

r dx 

r 2 dx 

— J l tan g 5 

f si n x 

t. 

/ . ./• ./; 

/ sm — cos — 
J 2 2 

f ** . 

Ç d ( X ~b J TT ) 

— J 1 tang 

/ cos./; 

J sill(.r -b 4 TT j 


OKuvrcs de C. — S. U, t. IV. 


2 1 
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Si l’on applique ces principes à la détermination des intégrales 

I sin".rrf.r, j cos "xdx, 

fsi djc [ m '*dx f f 

J cos".r ’ J sin"# ’ J cos"# ’ J sin" #’ 

n étant un nombre entier, on trouvera : i° en supposant n pair, 


cos-rr n-i # 3 . 5 . . . ~ 3 ) (/? — i ) . ] i. 3 . . .(n — 3 ) (« — 

sm« *.r h sin"" 3 .* 4*. . .4 - , — ~ ,/ — sin x + n 

n n — ï 4 « — a) 2. — a)« 


j cos" x dx 


si»# f i ,«-i , 3 . 5 .. .(/i — 3 ) (/i --() ] i. 3 . — 3 ) (« - 

COS" 1 X 4 COS"' 3 .*' 4... -I -, f COS X -\ ■- ; 


2. ■}...(« ~4) (n — a) 


2.4. ..(// — 2)// 


j lang".*r< 


laiif?" ■ 1 .r tang"" 3 .* tan^"~ 5 .r 

n — 1 n — 3 n — ! j 


: lang#:,: #4 8 , 


1 col,".* r/.* -~~ 


col" _1 .r col" -3 .* col"" 5 ,;’ 

4- —7- — +...±coU :r . x 4 0 . 

n - 1 n j n — > 


sin.*’ 

soc"- 1 ,* 


,< cos ^ r 

j mk"xdx ~ — n — coséc" 


n i., , 2.4. ..(// — i) (n . — a) , 

SCC"" 3 # 4 ... 4 ----- ■ ; ' J SOC.*’ 

n — 3 i. 3 . ..(« — 5 ) (« — J) 


cos#| , , . «- a , , 2 . 4 ... (//-■{ «.-2 

— COSOC" ' 1 .* 4 COSOC"" 3 # 4 ... H - COSCC# 4 

n- 1 [ « — 3 • i. 3 ... (w ~ a )(//-- 3 ) 


2 ° en supposant ai impair, 


j sin" j* 


cos.* .* , n — i . (/? — !)(/? — 3) . 

- 8111" •'.* *1- — Slll"" 3 .* -1- -- 1 sut" 3 .* 4, 

n [ n — a ( « — 2 ) ( /? 4) 

sin.r [ //-i , (//-,)(«-.]) 

- cos"- 1 .* -i cos"- 3 j: 4 cos" -5 .* - u 

« L n-'). (n — a)(n — 4 ) 


a.4 — (» — 3)(/? n" 

i. :>...(/! - 4 ) ( // - 2 ) 

. 4 . . . ( // - 3 )(« -i) 
i .3. . .(/i — 4 ) ç /* — •* ) 


, tîinjç»- 1 .r tang"- 3 .* laiig"~ 5 .* tari» 2 .*- , . , 

/ tang".* dx - 4 ,..± . ± | cos 2 4 0, 

d • n — i n — 3 n — i 2 

r . col"" 1 .* col" ' 3 .* cot" -5 .* col 5 .* . , . 

/ COl".**/.* I- — 4...:.:- { 1 s il* J 4 0, 

•/ n i n — i // -- > ■), 1 * 


sut.* , . « — a , „ 3.5...(« — a) , 

SOC" 1 .* 4 — - SCC"" 3 .* 4... 4 , SCC 2 .* 

ii i // — 3 a. 4... («--3i 


2-4-(«-l) ' \2 


/* . , cos.* , n — 2 3 . 5 ... (it — 'i) 

I cosec".* «* ~ — cosec" -1 . *4 — coséc" -3 . *4... 4 — — -coséc 2 ,* 

/i — 1 . n - 3 a. 4 ... (« — 3) 


3.5...(«-u) ] 1.3... (//—■>.),, J 

coscc 2 .r h — - — : iltamr*- 

î.t...(«-3) ï.j...« 1 - 0 ■■ 


Nous indiquerons, en finissant, plusieurs méthodes qui peuvent 
servir, comme les précédentes, à la réduction ou à la détermination 
de l’intégrale f sin^x m ±n xdx, m, n étant deux nombres entiers. 
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D’abord, il est clair qu’on réduira l’intégrale J sin~ ro a?cos "xdx à 
d’autres plus simples en multipliant une ou plusieurs fois la fonction 
sous le signe j par sin 2 # -h cos 2 # — i . De plus, on peut rendre 
rationnelle l’expression différentielle sin ±w # cos^"#^# : i° dans le 
cas où n est un nombre impair, en posant sin# — s; i>° dans le cas 
où m est un nombre impair, en posant cos# — s. Remarquons enlin 
que l’on obtiendra très facilement les valeurs des intégrales 

/ si n f cos" x dæ y f si n'" ^ cos n æ dæ 

dès qu’on aura développé sin m #, cos"# et sin m # cos"# en fonctions 
linéaires de sin#, sin 2 #, sin 3#, . . . , cos#, cos 2 #, cos3#, ... à l’aide 
des formules établies dans le Chapitre Vil de Y Analyse algébrique ( '). 


( 1 ) OU uvres de Cauc/tj \ S. Il, T. III, p. i53. 
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TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 


SUR LE PASSAGE DES INTEGRALES INDÉFINIES AUX INTÉGRALES DÉFINIES. 


Intégrer l’équation 

(i) dy — f(x) dx , 

ou l’expression différentielle f(x)dx,à partir de x = cr 0 , c’est trouver 
une fonction continue de x qui ait la double propriété de donner 
pour différentielle f(x)dx et de s’évanouir pour ce = cr 0 . Celle fonc- 
tion, devant être comprise dans la formule générale 

j'f{x)dx — f f{x)dx- t-G, 

se réduira nécessairement à l’intégrale / /( x) dx, si la fonction /(x) 

•»'« 

est elle-même continue par rapport à x, entre le^ deux limites de 
cette intégrale. Concevons maintenant que, les deux fonctions o(cr ) 
et yX x ) étant continues entre ces limites, la valeur générale de y. 
tirée de l’équation (i), soit présentée sous la forme 

?(•*') -+- J -/(.r) dx. 

La fonction cherchée sera évidemment égale à 

— x(x)dx. 

• r o 

En partant de cette remarque, on verra sans peine ce que deviennent 
les formules établies dans les Leçons précédentes, lorsqu’on assujettit 
les deux membres de chacune d’elles à s’évanouir pour une valeur 
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donnée de x. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra facilement que les 
équations (9) et (12) de la vingt-septième Leçon, savoir 


OU 


/ f{x) dx — j f (z)dz et J u dv = tw — J v du 

f ta>' dx — uv — J vu' dx 

entraînent les suivantes 


(2) 
et 

( 3 ) 



-O, il» et e 0 désignant les valeurs des, u et v correspondantes àa? = x„. 
Si, dans les formules (2) et ( 3 ), on pose x = X, on trouvera, en appe- 
lant Z, U, V les valeurs correspondantes de s, u, e, 



Les équations ( 4 ) et ( 5 ) sont celles que l’on doit substituer aux for- 
mules (9) et (12) de la vingt-septième Leçon, lorsqu’il s’agit d’appli- 
quer l’intégration par substitution ou par parties à l’évaluation ou à 
la réduction des intégrales définies; tandis que les intégrales de cette 
espèce, déduites de l’intégration immédiate ou par décomposition, 
sont données par la formule (18) de la vingt-sixième Leçon, ou par la 
formule (2) de la vingt-troisième. Ces principes étant admis, les mé- 
thodes exposées dans les Leçons précédentes pourront servir à déter- 
miner un grand nombre d’intégrales définies, parmi lesquelles je vais 
citer quelques-unes des plus remarquables. 

Si l’on désigne par m un nombre entier, par a, ( 3 , p., v des quantités 
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positives, par a, A, B, C, ... des quantités quelconques, enfin par £ 
un nombre infiniment petit, on tirera des formules établies dans les 
vingt-septième et vingt-huitième Leçons 


j x a ~'dx—-^t ^ x~ a ~ 


1 dx — oc, 


as oc oo 

' dx — i , / e aj: ~ oo, / e~ ax dx : 

0 0 «A) 


r ( A -h H -h C x 2 r...)^~À + ~ -h ~ 
^0 


2 O 




dx 


1 i i 

~ -T- « -H**. -+~ ~ ) 

2 J ni 


i 

» V£ 


r* dx ___ 7T 
/ I-f-Æ’ 2 2 > 


Z* 00 é/ r __ 7T Ç x dx j jut 

J _ * J' 1 -*r a J x x 1 \ a 1 v’ 

î 

/* w «r r/.r /’ rt r l J \_ 7T 

,/ t x - -t- a 2 9 sjn- — x 2 2 


r * dx 

7 r 

r ev ( 

.r — a ) dx 

= \£, 


— a) r/.r 

: 0 

‘ „ - xy-i 

T 2 “ f 

J , (a 

" — aT 2 i- (3 2 

V 

7 ,(*- 

•«)*-»- p 2 


î 

A* £V 


n~ A 

J , \ X — 


- B V - 


A 4- B V 7 f 


ex — |3 \/ -- i x — a -h (3 y 7 — 

A - B \J~-~ 7 A -+- B y/ j 

, .r — a — | 3 y/— i j- — a t - (3 y — 


c/uT 2 A 1 — -h 2 71 B, 

V 


c/.r = 2 7T B . 


De plus, si l’on représente généralement par une fraction ration- 
nelle dont le dénominateur ne puisse s’évanouir pour aucune valeur 
réelle de x, par x t , x 2 , ... les racines imaginaires de l’équation 
F( x) — o, dans lesquelles le coefficient de \J — i est positif, et par 
A, — B, y/— i , A 2 — B 2 y/— î , . . . les valeurs de la fraction Trr~\ cor- 

r ( x ) 
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respondantes à ccs racines, on obtiendra la formule 

J 

(6) J' dx — 2 ( A, -+- A, . . .) 1 ^ h- 27 t(R, -4- B 2 -(- . . .). 

Le second membre de cette formule cessera de renfermer le facteur 
arbitraire 1 -, et l’on aura en conséquence 

(7) Ç r) ==27r (Bi + R* + •••)> 

toutes les fois que la somme A, -t- A., -t- . . . s’évanouira. Or, cette con- 
dition sera remplie si le degré de F(a?) surpasse au moins de deux 
unités le degré de f(;r). On arrive au même résultat en partant de la 
remarque qui termine la vingt-cinquième Leçon. 

Si le degré de la fonction F(a?) surpassait d’une unité seulement 

x* 00 O / v 

celui de f(ar), l’intégrale J p™ dx deviendrait indéterminée, et sa 
valeur générale, donnée par l’équation ( 6 ), renfermerait la constante 
arbitraire Mais, en réduisant cette constante arbitraire à l'unité, 
on retrouverait l’équation ( 7 ), qui, dans ce cas, fournirait seulement 
la valeur principale de l’intégrale en question. Ajoutons que cette 
valeur principale resterait la même, si, outre les racines imagi- 
naires x, x 2 , ..., l’équation F(x)-— o admettait des racines réelles. 

/ )<30 ^ ^ ^ 

— ont 

ÛO 

des valeurs principales nulles. 

Exemples. — Soient rn et n deux nombres entiers, m étant <7 // ■ Si 

l'on fait — w -~t_L — a on trouvera 

2 n 


r 50 œ' m dœ 

J I — 

V - 06 


— [ s i n nr TT 4- si n 3 a n 4 ... 4- sin( 2 /i — i ) r/ tt ] 


TT _ 7T 

n si n a tt — . ( 2 m 4- i ) 7T 

n sm 
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On en conclut, en posant z = x w , 


(S) 


r°z a ~'dz f" x'"'dx r 

i ^ =u L 


.r 2 " 1 d x _ * 

1 -t- x'-“ ~ sinnTT 


De même, en réduisant chaque intégrale indéterminée à sa valeur 
principale, on trouvera 

: l — — 2 — [simait 4 - sin 4 <nt + ... + sin(a« — 2)071] = — ----- — — , 

1 — x in '.!« /ilangajt (a/«-t-i)ir 


r dz r x ïm dx r x'-"‘ 

ls) J. — r="( î— ’ 


œ*‘ m dx 7 i 


x u tanjraïï 


On déduira encore des formules établies dans les vingt-neuvième et 
trentième Leçons 


r m l ( { x m „ , Ç» x m -2 dx 

a:)" ~ 11 - m J o 


(i + x)» 


dy 


(i + xy 

(m — 1 ) . . .3.2.1 
(n — — 3) (/< — 2 ) 


r f/.r 


i.a.3...(m — 1 ) x i.2.3...(/< — m — 1 ) 
1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 ) 


2 n — 3 


/ 

1 «An 


dÿ i.3.5... ( 2/4 — 3) f* dy _ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 // — 3 ) r. 

6 . . . ( 2 n — * a ) 2 


(1 + y* ) n ’ 2/1 - 2 J 0 (1 - r y-)"~ [ ’ 2 . 4 . 6 . . . (2n — 2 ) 

f Z n C~ : dz r :l .2.3. . .// , 
•'0 

r . , r. 2.3 ...« 

/ s“e~" : dz = -- , 

./ a " +1 


r rfy _ 1^3.3 

J, ■ + / M-< 


^ ;» c -» : (cosi; -I- /- I sillfc;)rf;: 


1 . 2 . 3 ... H 

ta , / n -,r 


r* „ , 1.2.3...» r // 

I cosbzdz — /rTl cos (n + 1 ) arc tang - 


fV« 


cos />: dv 


-I- /r 


/î + 1 k 

(a 2 +ê 2 f r 


r sin/y; rfî r: [(« + 1 ) arc tang 

d(\ 


b~ 

— > 
a _ 


r e- aI si 

dn 


si nbzdz — 


« 2 h-// 2 
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Enfin, on tirera des formules établies dans la trente et unième Leçon, 
i°en supposant « pair, 


C • n j i .3.5. ..(/» — i) 7t r 

I sin n xax — /7 . =1 cos n xdx, 

./„ 2.4.6 ...n 2 J 0 

7 T 

/ tan g n x d< 


n — 1 n — 3 


2 0 en supposante impair, 


TZ 



sin n xdx 


2 . 4 ^ • 

~ 773757'. 


7 T 


• ( n ~ 1 ) 

( n — 2 ) n 



cos n xdx, 


n 



tan g'* x dx — 



1 



4 



1 

2 


Les méthodes d’intégration que nous avons indiquées fournissent 
souvent les moyens de transformer une intégrale définie donnée en 
une autre plus simple. Ainsi, par exemple, quelle que soit la fonc- 
tion f(a?), on tirera des formules établies dans la vingt-septième Leçon 


(10) 


/I 00 /ï 00 /I 00 

I | ’(x ±: a) dx rr. I | \z)dz — / (( x) dx , 

J ’ | \ax)dx r—. 1 j |’( x) dx , 

0 Cl du 



J s* ao ^ s* 00 

' 1 — ■ — / 

0 « H Vo 

["* sin a . t /"* sin j? . 

J. r - U =jf ï 


Lorsque, dans une intégrale relative à la variable a?, la fonction 
sous le signe y* renferme une autre quantité p dont la valeur est arbi- 
traire, on peut considérer cette quantité p comme une nouvelle 
variable, et l’intégrale elle-même comme une fonction de p. Parmi les 

OEuvres de C ♦ — S. II, t. IV. 
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fonctions de cette espèce, on doit remarquer celle que M. Legendre a 
désignée par la lettre T, et qui, pour des valeurs positives de p., se 
trouve définie par l’équation 

(u) ' r (fi)=jT dx ~f o zV ’~' e ~ sdz - 


Cette fonction, dont Euler et M. Legendre se sont beaucoup occupés, 
satisfait, en vertu de ce qui précède, aux équations 


(ta) 


T(i) = i, r ( 2 ) — i , T(3) — i.a, ..., T(/i) = i . 2 . 3. . . (n — i), 

T(n) 


(i3) 


f S n-, e -a, dz= llH 

Jo «“ 

r « r(/i)cos(/i 

I z n ~ l e~ az cos b z dz — = ' 

•'O 


arc tang 


a ) 


1 e~ az sin bz dz 


(rt’-f- b*y 

T(n) sin Çn arctang^ 


(.4, l ttt>, j Cf; 


(d 2 - 1- b 2 y 2 
" , ~ 1 dx T(m)Y( n — m ) 


x ) n 


r ( n ) 


dans lesquelles n désigne un nombre entier, m un autre nombre en- 
tier inférieur à /?, et [i. un nombre quelconque. 
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DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION SOUS LE SIGNE J. INTÉGRATION DES FORMULES 
DIFFÉRENTIELLES QUI RENFERMENT PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 


Soient.#, / deux variables indépendantes, /(#,/) une fonction de 
ces deux variables, et # 0 , X deux valeurs particulières de x. On trou- 
vera, en posant Aj = cndy et employant les notations adoptées dans la 
treizième Leçon, 


Ayjf f(x,y)dx=J ' f{x,y + \y)dx—J^ f{x,y)dx—j A y „ 


f(x, y) dx, 


puis, en divisant par ady et faisant converger a vers la limite zéro. 




On aura de même 


Il suit de ces formules que, pour différentier par rapport à y les inté- 
grales f f(x,y)dx, f f(x,y)dx, il su (lit, de différentier sous !<• 
*'#0 -*0 

signe j la fonction /(#,/). fl en résulte encore que les équations 
(jf Ax,y)dx=i(y), 

(3) < f f(x,y)dx = 3(x,y), 

j •*'(> 

\f ^ x,y ^ dx + 3 
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entraînent toujours les suivantes : 


(4) 


( 3 ) 



d li X ^l2dæ - 

dy ~ dy ’ 

d.f(x,y ) ^ d$(x,y) 

dy dy ’ 

d.f(x,y) , d§{x,y) _ 

CMC - 7 -t~ O , 

dy dy 



d ’llplld , r 
dy' 1 

tl^lùdx 

dy* 

d lfpi) d . r 

dy" 


d n S( y) 

dy" 

d n -f (.r, y) 
dy n 

d*$( x t y) 

dy" 


Exemples. — En différentiant n fois de suite par rapport à la quan 
tité a chacune des intégrales 


f dx , 

r d * , 

j* e ±ax dx y j e~ ax dx y 

r X (i-i e ~ ax dx, 
d() 

J x^a 

Jo Xi+a 

on trouvera 

f 

i . 2 ... n dx 

. ( I . x \ 

d n ( — arc tang— : 

Vv« v«y 

1 

- -4- S 

J 

( x 2 -f a ) nJrX 

da n 

-i w , 

r 

i . 9 . . . . n dx 

d" f l-\ 

\\/«y i.3.5 

. . ( 2/1 — l)TT 

J. 0 

(x* H- t ?)'* 4-1 

2 da n 

2 U a n \/a 

oo 

dx 

1.3.5. . . ( 2 n — i) tt 


i 

(l -T- X*)' 1 ^ 1 

2 . 4 . 6 . ..(2 n) 2 ’ 


f 

x tl e ±ax dx 

d n (a~'e ±ax ) ( 0 
da* w » 


r 

x n e~ ax dx 

u d n (ar') 1.2.3... 

— da* ~ 

n 

■ ? 

r\ oo 

•’o 

X V-+n~\ e -ax dx 

_ + 1 ). . .(fx + « — 1 

- 1 ». 


r(p + n) 


)T(p). 
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Concevons maintenant que la fonction f(x,y) soit continue par 
rapport aux deux variables x et y, toutes les fois que x reste compris 
entre les limites ;r 0 , X, et y entre les limites j 0 , Y. Il est aisé de voir 
que, pour de semblables, valeurs de x et d c y, la seconde des équa- 
tions (3) entraînera la suivante : 


(6) 


f / f{x,y)dydx—j $(x,y)dyz= l j f(x,y)dydu 
J y« c/ r. 

En effet, on tirera de la formule (2) 

r v f f A x > y) dxd y— J f{x,y)dx , 


d 

dx 


puis, en multipliant les deux membres par dy et les intégrant par 
rapport à jy, à partir de_y = o, on retrouvera la formule (6). On aura 
par suite 

/ / /(x, y) dx dy — j f f(x,y)dydx, 

U »• v l/v v r 

0 J O Jo J O 


(7) 


1 X Y Y X 

f f f f(x, y) dxdy— f f f(x,y) dy dx. 
' dy o Jy {) J Xq 


Il résulte des formules (G) et (7) que, pour intégrer par rapport à y, 

et à partir de y — j 0 , les expressions jf f(x,y)dx, jf f(x,y)dx, 

multipliées par la différentielle dy, il suffit d 'intégrer sous le signe J , 
et à partir de y =j 0 , la fonction f( K x,y') multipliée par cette même 
différentielle. 

Souvent l’intégration sous le signe f fait connaître les valeurs de 
certaines intégrales définies, quoique l’on n’ait aucun moyen d’éva- 
luer les intégrales indéfinies correspondantes. Ainsi, quoique l’on ne 

/ ^ r (JL y.V (j 

ï_. 

(|jl, v étant deux quantités positites), néanmoins, comme on a géné- 
ralement, pour des valeurs positives de jjl, 


/ 


.a ?!*- 1 dx : 


( 8 ) 
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on en conclut, en multipliant les deux membres par </p., puis inté 
grant par rapport à p., à partir de p. = v, 


(9) 



xV- 


— a* dx j [à 

[x x v % 


Parmi les formules de ce genre, on doit remarquer encore celles que 
nous allons établir. 

Si l’on désigne par a, b, c des quantités positives, une intégration 
sous le signe J, relative, à la quantité a , effectuée à partir de a — c 
et appliquée aux intégrales définies 


(10) 


\ 



e~ax dx 


I 

— ) 
a 


€~ ax QQsbx dx Z=2 — 

a 2 -h b- 


e~ax s j n \)X dx ™: — , 

à 2 h - b 1 


produira les formules 


(»*) 



dx — 1 - , 

c 


/ j , . a- U 1 
cosbxdxzzzil—^, 

sin bxdx — arc lang| — arc tang^> 


desquelles on tirera, en posant c — o et a — so. 


“ dx r* . dx C" ■ , <ix 7t 

— =oc, / cosoa; — = oe, ! siiim — — - 

* Jn * J,. 3 


De plus, comme on a, pour des valeurs positives de b ( voir la trente- 
deuxième Leçon), 

e-îd-KO * d . _ -ISÈL^ 

(l -+- X) 1 ' 




Æ- 01 - 1 _ i r“ 

(I -hxÿ> ~ T(b) J 0 Æ 


e -zx.h-\ 


G - dZy 


et, par suite, 
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on en conclura, en supposant a et b positifs, ainsi que b — a. 


(. 3 ) 


C x a 1 dx T(a) Ç ,b—a—\p-Z({~ f(a)r(6 — a) 

J 0 ( . + x)"-r (b) J, ~ T(ft'j ; 


puis en faisant b — i, prenant pour a un nombre de la forme — -, 
et ayant égard à l’équation T(i) = i, on trouvera \voir la formule (8), 
trente-deuxième Leçon] 


04 ) 


T(a) T(i — a) = — — , 
Smart 


[r(i)] 2 = 7r, r(ÿ)=TT *—f 3 *e- : dz=f e~ x ' dx. 

^0 J - oc 


Soient maintenant y(x,y), y,(x,y) deux fonctions propres à véri- 
fier l’équation 

,. K \ dy(x,y) _ dx{x,y) 

{lJ) dy • dur 


Si l’on substitue successivement les deux membres de cette équation 
à la place de f(x, y) dans la formule (6), on obtiendra la suivante : 


(16) T [<?( x , y )- 


<?(x, y 0 y]dx— J" 


[ X { x , y )- x { x ( t , y )'] dy . 


Celle-ci subsiste toutes les fois que les fonctions y(x,y), -/(x^y) 
restent l’une et l’autre finies et continues par rapport aux variables x 
et y, entre les limites des intégrations. 

Concevons à présent que l’on cherche une fonction de a propre à 
vérifier l’équation 


07 ) 


du = y ( x , y)dx + x ( x , y)dy 


ou, ce qui revient au même, les deux suivantes : 
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On ne pourra, évidemment, y parvenir que dans le cas où la for- 
mule (i5), dont chaque membre sera équivalent à se trouvera 

satisfaite. J’ajoute que, en supposant cette condition remplie, on 
résoudra facilement la question proposée. En effet, soient a? 0 et y„ 
des valeurs particulières de x, y, et e une constante arbitraire. Pour 
vérifier l’équation (18), il suffira de prendre 

(20) «— jf 9 (a*, y)dx 4- c, 

v désignant une fonction arbitraire de la variable y; et, comme on 
tire de la formule (20) 


({ y J*, d y 



( hlp^ dx 

dx 


dv 

dÿ' 


= x(*,y)-x(x<»y)+ 


il est clair qu’on vérifiera en outre l’équation (19) si l’on pose 


(20 — x(x», y) ~ o, i'—fx( x '»y) d y—j'yS x <»y) d y 


Par conséquent, la valeur générale de u sera 


4- ; 


( 22 ) 


u jf <?(x,y)dx-hJ'x( x o, y)dy 

— f <?(x>y)dx-hf x( x o,y)dy + e. 


Lorsque, dans les équations précédentes, on échange entre elles les 
variables x, y, on obtient une seconde valeur de u qui s’accorde évi- 
demment avec la première, en vertu de la formule (16). 

On intégrerait avec la même facilité la différentielle d’une fonction 
de trois, quatre, . . . variables indépendantes, et l’on prouverait, par 
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exemple, que, si les conditions 

( rfy. (•*•,/, s) rf^(.r, r, j) 
dz dy 5 

rf'-H^.j» -) _ rf?(^,.y.«) 

— - J. - ' 

[ rfy (-g , .y, =J .. <h SjE± y_\ Z 1 

\ y /y flfj? 

se trouvent remplies, la valeur générale de u propre à vérifier l’équa- 
tion 

(24) (lu — y (a-, j', s) (l.x + x( J )7> z ) df -H s ) ds 

sera 

( a5 ) "=jf 9(*,y,3)dx+j' x(^o» j, -) rfy -+- <!'(■*•„, v 0 , +• ©, 
■r„, v 0 , s 0 désignant des valeurs particulières des variables a?,/, 3 . 


26 


OEuvres fie C. — S. II* t. IV. 
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TRENTE-QUATRIÈME LEÇON. 

COMPARAISON DES DEUX ESPECES d’iNTÊCRALES SIMPLES Qll RESULTENT DANS CERTAINS CAS 

D'i'NE IN'TÊC, RATION DOCDI.E. 


Concevons que l’équation (i5) de la Leçon précédente soit vérifiée. 
Si l’on intègre deux fois cette équation, savoir une fois par rapport à .r 
entre les limites .r 0 , X, et une fois par rapporta y entre les limites y 0 , Y, 
on trouvera 


( I ) jf IX C, Y ) — ® ( x, y,, )] dx 


IX-Vy) — z('Co, j)k(v. 


Cette dernière formule établit une relation digne de remarque entre 
les intégrales qu’elle renferme. Mais elle cesse d’être exacte, lorsque 
les fonctions ®(.r, y), y^(x,y) deviennent infinies pour un ou plusieurs 
systèmes de valeurs de x et de y compris entre les limites x — ,r 0 , 
x = \, .jy = y w , y = Y. Imaginons d’abord que ces systèmes se 
réduisent à un seul, savoir x = a, y — b. Dans ce cas particulier, 
les expressions déduites par une intégration double des deux membres 
de la formule (i5) (trente-troisième Leçon) pourront différer l’une de 
l’autre. Mais elles redeviendront toujours égales, si dans le calcul on a 
eu soin de remplacer chaque intégrale relative à x par sa valeur prin- 
cipale. Cette observation sufiit pour montrer de quelle manière l’équa- 
tion (i) devra être modifiée. En effet, si l’on désigne par e un nombre 
infiniment petit, on trouvera, dans l’hypothèse admise, 


(») 


f 


, Y ) — ? (.r, y# ) | dx -\- f [»(•*•, Y ) - 
J a -y £ 

I [y.(X.y) — •/.('* -t-e, y) -+-•/(« — ~<f) 


? (.r, 

, Y 


- ?(•*•, y»)] dx 

— Z (•*•<>, y)] dvi 
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puis Fon en conclura, en faisant converger e vers la limite zéro, 

( 3 ) f [®(' r , Y) — <p (a.-,y 0 )]cl.c— { tz( *,/) ~ X(- r ». y)\ <b' A, 

* » o *'o 


la valeur de A étant déterminée par la formule 

(4) * A — lim ( [x(^ 4- £, j) — /(« — £, y)\dy. 

J y » 

Dans le cas général, A sera la somme de plusieurs termes semblables 
au second membre de l’équation (4). 

Exemple. — Si l’on pose 


\ — y 

r y) _ , 

J .r 2 -hr 2 


x {) ~ — i, 
r 0 r= — 1 , 


’/A x > y) 


-h y 

x - . , 

Y i , 


les équations (3) et (4) donneront 
2 dx r 1 •>. d > 


f ^ f ’ % - A, A ^ lim f 4 —" - a t:. 

Il est facile de voir que les fonctions /,(•*'» Y) vérifieront 

l’équation (i5) de la trente-troisième Leçon, si l’on a 


y(x, r ) dx -f- y ( x , v ) dy /( // ) // 

et, par suite, 

(■>) •/(.r,/)— A")fy 


u désignant une fonction quelconque des variables x, y. 

Il est encore facile de s’assurer que les formules (t) et (3) sub- 
sistent sou^s les conditions énoncées, dans le cas même où les fonc- 
tions 9 (x\y), yX x * y) deviennent imaginaires. Concevons, par 
exemple, que, la fonction /(x) étant algébrique, on pose» 

x -h y \/ i . 


U 
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On tirera des équations (5) 

■ ?(•*■>/) =/(# +y\'— ')» y,( æ <y) ~ 1 /(•* + /v / — >). 

el de la formule (3) 


( / f /( ■ + V y'— I ) - /( .r + Vo I )] dx 

(6) | r v ‘ 

V ' / l/(N-+-jrv/— |)— /(.Î- 0 -+- — A. 

I 'V, 

Dans celle dernière, A s’évanouira si la fonction /{x -t- y\i— i) resle 
finie et continue pour foules les valeurs de x et de y comprises entre 
les limites x = x 0 , x — X, y = y„, y — Y. Mais, si, entre ces mêmes 
limites, la fonction f{x ■+- y y/ — i) devient infinie pour le système de 
valeurs x = a, y — !>, alors la valeur de A sera donnée par l'équa- 
tion (/|); et, si l’on fait, pour abréger, 


(7) 


j U ' 

I y --- h •+• s-. 


a — b \i— i ) /( x ) = J (.r), 



Y — /; 


on trouvera 


( 8 ) 


— V 7 — I Üm T [ /( f7 + s+ J' v ; - 1 ) /( a — s -hV[/— l)l tty 

.Vo 

= v^-. lim f l \^ a ^ ‘I 


| ri* J — £ -f* ( /> -f- £ Z ) — I | | 

i — i -i- 5 \/ — i i 

Soient maintenant 

j\ n 4 _ £ 4 - (/> -f c g ) y/ — i ] ff\a — £ H- (/> -1- 1 1 _ 


dz. 


(9) 

(10) 


i + 5 i/: 


73 ( £ ) — 73 ( O ) 


- 


-h ^ y/ — J 

^(0 — ^(q) 


BJ(£) 4- V — 1 ^( £ 




rj(z), ÿ(s) et par suite a, (î étant des quantités réelles. Supposons 
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d’ailleurs que Y surpasse y 0 et que les fonctions ${x -h y <f~ i), 
f(x ■+■ y \f— i) restent finies et continues par rapport aux variables a- 
et y entre les limites a\, X, y 0 , Y. Comme on aura, en vertu de la 
formule (9), 

bj'(s) -+- V — I -z.T'frt -1- £ -+- (b -y g;) y/— 1 1 — t\a — 1 4- (6 -h zz)\J — ~i 1 
-= 4' (a H- s 4 - Y\J— 1) — — S 4 - y V''— 1)’ 

il est clair que les valeurs numériques des quantités rj'(s). ■]/'(£) 
resteront toujours très petites aussi bien que celles des deux quan- 
tités a, ^ dont chacune peut être présentée sous la forme üt'(Oî) ou 
•■J/( 0 e), 0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Cola posé, on 
trouvera 

/.'• _____ /.ï 

lim/ j ( st m \/— 1 ) f/j r lim / (a -y (3 y/ — 1 ) < 7 y - o, 

lim j | ro(c) -1- 1 rfs — | | w(o) -t- 1 ^(o)| t/;, 

puis, en faisant f — ,f(rt 4- A \/ — 1 ) = lime /(a 4- b \l — 1 4- 1), 

(il) A [w(o) + I ’}(o)l clz — 2f \ J - y- — -î TT C\ — I . 

Si l’on avait y a — b ou Y — b, l’intégrale relative à g dans la for- 
mule (11) ne devrait plus être prise qu’entre les limites 
z — zo ou bien entre les limites s = — cc, z — o, et par suite la 
valeur de A se réduirait à ir f \j — 1 . Dans la même hypothèse, le pre- 
mier membre de l’équation (G) serait la valeur principale d’une inté- 
grale indéterminée. Il est encore essentiel d’observer que a 4- b y — 1 
représente une racine de l’équation 

(19.) /(.>:) v-.lhsc. 

Si cette équation admettait plusieurs racines dans lesquelles les 
parties lussent comprises entre les limites a?„, X, et les coefficients 
de v^— 1 entre les limites j 0 , Y; alors, en désignant par x t , x.,, .... 
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x m cos mêmes racines et par f ( , f 2 , .... f,„ les véritables valeurs que 
reçoivent les produits 

(x — x t )/(x), (x — x, )/(x), (x — x„,)/(x), 

tandis que leurs premiers facteurs s’évanouissent, on trouverait 

( I 3 ) A = 2 71 ( f| -H fj -t- . . . -f- f„i ) V / — 1 • 

Ajoutons que chacun des termes f,, f 2 , .... f„, doit être réduit à 
moitié toutes les fois que, dans la racine correspondante, le coef- 
ficient de v'— i coïncide avec l’une des limites y t , Y. 

Lorsque la fonction f{x-+-y\j—i) s’évanouit : i° pour x — ± oc, 
quel que soit y; 2 ° pour y — x., quel que soit x, alors, en prenant 
,r 0 = — oo, X — -t- oo, y # = o, Y = oc, on tire de la formule (6) 

Ci) f f(x)dx — A. 

Lorsque la fonction /(x) se présente sous la forme et que 

ceux des termes f,, f 2 , .... f,„, qui ne s’évanouissent pas corres- 
pondent tous à des racines de l’équation 

(*'>) F(.r) ~ o, 

l’expression A peut évidemment s’écrire comme il suit : 


(. 6 ) 


A — ir. 


f(x,) 

F(x t ) 


F'( x t ) 


-o 


f(>», 

F'(x„ 


et l’équation ( 1 4 ) devient 


(•7) 



f (r) 

E ( x ) 


clx — 


2 TT 


f(- r i) 

L'U’i) 


f(o- 2 ) 

F'(^) 


V‘(x,„)\ V ' 


Dans le second membre de celle-ci, on doit seulement admettre les 
racines réelles de l’équation (i5) avec les racines imaginaires dans 
lesquelles le coefficient de \/— i est positif, en ayant soin de réduire 
à moitié tous les termes qui correspondent à des racines réelles. Cela 
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posé, on trouvera, pour F(a?) = i + x 2 , æ, = y — i , 

(• 8 ) 

et, pour F(a?) = i — x 1 , x, = — i, x 2 — -t- i , 

09) jT i^ïrf.r=î[f(-,)-f(,)]^. 

Celle dernière formule donne simplement la valeur principale de l'in- 
fégrale qu’elle renferme. 

Exemples. — Soit p. un nombre compris entre o et a. Si l’on pose 

f(' r ) — ( — x \/ — 1 ) ! * ’> 

l’expression imaginaire 

K x + y \!— 1 )—(}■ — .r v/— I ) !1 “ 1 

conservera une valeur unique et déterminée tant que y restera posi- 
tive ( voir V Analyse algébrique, Chap. VII) ('), et l’on tirera des for- 
mules (r8) et (19) 

( f '-~ f = K- * w=i r 1 1. 

( •>.(>) < 

J r* xV-'d.r_ r“ d.v r. 

I -{-■ ./•* ~ 7Î ’ J 0 1 -y X 1 2 si 11 ( J fJtTT )■’ 

f * d.r t: cos ( J [xi: ) r. 

, 1 — .r- 2 si n ( \ /jlt: ) 2 lang ( l \j . tt ) 

Si, dans la dernière des équations (20) et la dernière ues équa- 
tions (21), l’on remplace x 2 par r et a par 2 a, on reproduira les 
formules (8) et (9) de la trente-deuxième Leçon, qui se trouveront 
ainsi démontrées, avec la première des équations (i'i) de la trente- 
troisième, pour toutes les valeurs de a comprises entre 1rs limites o 
et r. 

(*) OEuvres de Cauchy, S» lï, T. III, p. 1 53. 
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TRENTE-CINQUIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLE d’iNK INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT A UNE VARIABLE COMPRISE 
DANS LA FONCTION SOUS LE SIGNE j , ET DANS LES LIMITES DE L’INTÉGRATION. 
INTÉGRALES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS dTtNE SEULE VARIABLE. 


Soit 

(>) A — Ç f{jc, z) dz 


uni* intégrale définie relative à Si, dans cette intégrale, on l'ait 
varier séparément, et indépendamment l’une de l’autre, les trois 
quantités Z, x, on trouvera, en vertu dos formules (5) (vingt- 
sixième Leçon), et de la formule ( 2 ) (trente-troisième Leçon), 


(a) 


dA 

d'/. 


=/(.r,Z), 


dA 

dz. 


-/(■*» - 0 ). 


dA _ r'dA.r, 

ctx ~ J ~ d.r 


) 


dz. 


Par suite, si les (leux quantités s 0 , Z deviennent fonctions de la 
variable x , on aura, en considérant A comme une fonction de cette 
seule variable, 


(3) 


<r/A 

d 


H"- 


d/(x,z) 
dx rU 


f(x, Z) 


<17. 


-/(*, -») 


d.r 


Dans le cas particulier où se réduit à une constante, et /(x, Z) à 
zéro, on a simplement 


Ci) 


d 

d. 




Exemple. — Soient s 0 = .r 0 (x 0 désignant une valeur particulière 
et constante de x), Z = x, et f(x, z) = (x — z)"‘ /(-); on obtiendra 
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la formule 

( 5 ) Éc f ( x — s )"' f( s ) ds = m f (x — z)"‘~'f(z)dz, 

de laquelle on conclura 

(6) / / ( a? - s )""’/(*)*^=^/ (x-z)»‘f(z)dz 

Xq X 0 « Xq 

et 

(7) /X = ^ jf <■*- 3 )"/(*) ^ + 

0 étant une constante arbitraire. Si a/ 2 se réduit à l’unité, la for- 
mule (G) donnera 


( 8 .) 


f(z)dzdæ~j' 


x — z)f(z)dz. 


Il est maintenant facile de résoudre la question suivante : 

•Problème. — ■ Trouver la valeur générale de y propre à vérifier T équa- 
tion 


(y) 


d n v 

*£=/<*>■ 


Solution . — Comme on peut mettre l’équation (9) sous la forme 

=/<->■ 

on en conclura, en intégrant les deux membres par rapport à .r, 

—f A*) dx f f(x)dx - 4 - £ 

ou, ce qui revient au même, 

fin- \ y f' v 

(.0) as^=/ /W* + e- 

En intégrant de nouveau, et plusieurs fois de suite, par rapport à la 

OEuvres de C. — S. II, t. IV. 2 7 
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variable x, entre les limites x 0 , x, ayant égard aux formules (6) 
et (8), puis ajoutant au résultat de chaque intégration une nouvelle 
constante arbitraire, on trouvera successivement 


3 ^=/ (x-z)/(z)dz + 3(x-x 0 ) + e„ 
‘ r 0 

dn ~\r .... r x (x-s)* .... ^(x — x n y- 

-J . ”7“ + ~ — rr~ 


- 4 - ©i (-27 — 37 0 ) -f~ 3 


(<«) 


*y.~r S* z /•/-w- 

dx~J r i.2.3;..(/i — 2) </( ' ,) 


(./.■ — -n)”- 2 

I . 2 . . . ( — 2 ) 


(Æ — . 77 0 )«- 3 


(.7- — 


i . 2 . . . ( « — 3 ) 2 i . 2 . . . ( n — 4 ) 


et enfin 


( 12 ) 




-j- ' 


(. 77 — 37 0 )"- 8 

I.2...(/i — 2) 


- 'w' 2 


) 

(•*•- 


_ (j? 
-t- 3 ----- - 

I . 2 

■ -r 

( 77 - 3 )' 


• •(" - « ) 

!-••• + 2„_ 2 (j 7 — 37 0 ) + 3„_,, 


3, 3, 3» , 8„_, étant les diverses constantes arbitraires. 11 

importe d’observer que l’intégrale définie comprise dans le second 
membre de l’équation (12) peut être aisément transformée à l’aide 
de la formule (17) (vingt-deuxième Leçon). En effet, si dans cette 
formule on remplace x par 5, et X par x, on.cn tirera 


( |3 ) f f{~) dz =f f(x „+3)ch—f /( .37 — z) dz 

et, par suite, 

ç x - = y-' _ w _ _ r"~"° - 5 )-‘ f( T 

~n-l 

J, 


(■ 4 ) 


- z)dz 
■z)dz 


Si l’on prenait, pour plus de simplicité, x„ — o, la valeur de y, 



CALCUL INTÉGRAL. 


211 


donnée par l’équation (12), se réduirait à 


y- 


(. 5 ) 


r x («-*)*-' 
~l 7^73— 


I . 2 . . . ( /* — 1 ) 


-b 




i . 2 . . . ( n — 2 ) 1 . 2 . . . ( n — 3 ) 


T y, . C' 

’ / n—2 l "1“' - 1 » 


et la formule (14) deviendrait 

/ x ( y» ~ y*-i r x ~n—\ 

Lorsqu’on se sert d’intégrales indéfinies, et que l’on se contente 
d’indiquer les intégrations successives, les valeurs des fonctions 


d n ~ l y d"~*y d n ~*y 
dx "- 1 ’ d.r a 1 ’ dx n 


-3’ •• • ’ y> 


tirées de l’équation (9), se présentent sous la forme 

j'j\x)dx, J. jf(x) dx.dx, j -JJ /(x)dx.dx.dx, .... 

f.f.f 


. d.r . d.r. 


Ces dernières expressions sont ce que nous appellerons des intégrales 
du premier, du second, du troisième, ... ordre, et enfin de V ordre n, 
relativement à la variable x. Pour abréger, nous les désignerons doré- 
navant par les notations 


( 1 7 ) j <Lc ’ j" f f (x)dx\ j j j f{x)dx\ I j.../(x)d.r 

auxquelles nous substituerons les suivantes 


f /(■*') dx, y y J\x)d.r\ rrr f(x)d.r\ 

** J’o .r 0 * •T’,) .ï’o J'o .ï*d 

f. f. ' dx "' 


(18) 


quand nous supposerons chaque intégration relative à x effectuée 
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entre les limites x v x. Cela posé, on aura évidemment 


= Txrji-^T) =/(i| * 


ou, ce qui revient au même, 


• ■ f(x)dx" 


j r /»jr ^,.r «r 

— — — - x n ~ { J f(x)dæ — xn ~J x“f(x)djc — ...±j x a ' l f(x)dx 


On peut vérifier directement la formule (20), à l’aide de plusieurs 
intégrations par parties. 

Soit maintenant F(;r) une valeur particulière y propre à vérifier 
l’équation (9), en sorte qu’on ait 

( 21 ) F W(æ)~f(x). 

Si la fonction F(x) et ses dérivées successives, jusqu’à celle de 
l’ordre n, restent continues entre les limites x, alors, en posant 
x = x e dans les formules (10), (1 1) et (12), on trouvera 

( 22 ) ' 

3„- 2 =F'(7r„), F(x 0 ), 

et la formule (12) donnera 


F(*) = F(r,)+ — r ^F'(*,) + ... 


+ F u-i 

i . 2 . , . ( n — 1 ) 


|*-i P x ( r — - \ n 


De cette dernière, combinée avec l’équation (19), on déduit la sui- 
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vante 


(» 4 ) 


f f ...f(x)dx* = ¥(x)-V(x t )- ?—£l V > {Xo) 


(.z-x,,)’ _ (*-*.)»-» 

' #) ”• 1.2.3.. .(«— l)* (,Zo) ’ 


. 2 


qui renferme, comme cas particulier, la formule (17) de la vingt- 
sixième Leçon. Lorsqu’on suppose x„ — o, l’équation (24) se réduit à 


(25) 


i a: 


../( x) dx tl = F(j?) — F(o) F'(o) 


T~2 F "(°) —■ ■ ■— ,'.^73777(7, _ , ) 


- F ( “- |) (o). 


Exemple. — Soit F ( a?) = on aura 

/( x ) 7- F (n > ( a? ) = e x 

et, par conséquent. 


(96) 


/T- 

«'o 


,-y.rt — 1 


e* dkc' 1 — e x — 1 ... — ~ - 

1 1.2 1 . 2 . 6 . . . ( n — 1) 


~j u 1.2.3. ..(« —o 
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TRENTE-SIXIÈME LEÇON. 

TRANSFORMATION DE FONCTIONS QUELCONQUES DE J OU DE X -4- h EN FONCTIONS ENTIÈRES 
DE ./• OU DE h AUXQUELLES S'AJOUTENT DES INTÉGRALES DÉFINIES. EXPRESSIONS 
ÉQUIVALENTES A CES MÊMES INTÉGRALES. 


Si, dans l’équation (a3) do la Leçon précédente, on remplace /(s) 
par sa valeur F'"’ (s), tirée de la formule ( 21 ), on trouvera, sous les 
mêmes conditions. 


(') 


K(.< ) : K*) + FV.) + —y;- P(*.) 

! 1 . 2 . . . ( n i J 1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 ) ' 


pu i s, nn posant j? 0 = <>, 

| F ( J' 


F ( jc ) = F (o) -t- - F'(o) -+- — F"(o) 


(■■*) 


x n 


1 .2 . 6 . . .(n 




Si l’on fait dans celle-ci P(æ) — f(x + h), et qu’ensuite on échange 
entre elles les deux lettres x et h, on obtiendra l’équation 


/(«-1- h) =/(•*)+- 7 /'(•*) -+- rr; /"(•*') + • 


(3) 


/t»-' 


i . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 

,/i 


/<"—'>( ^ r) 
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dans laquelle le dernier terme du second membre peut être présenté 
sous plusieurs formes différentes, puisqu’on a, en vertu des for- 
mules (14) et ( 19 ) de la trente-cinquième Leçon, 


(4) 


J C h (h — z)”-' 

f Ul ~ -fi»Hx + z)ds 

0 1.2.3. ..(« — l) 

r h -11— 1 

— / ~ + h — z)dz 

J 0 1 . 2 . . . {/i i) 

r x i‘ ( x -+■ h — z ) ,l ~ 1 

= / —A-, — -, f ln) (=) dz 

J x i.2.3...(« — i/ 

— f j ■ ■ . -+- z) dz". 


L’équation (3) suppose que les fonctions f(x^hz), f'(x-hz), .... 
f (n) (x-j-z) restent continues entre les limites 5 = 0, z — h. On 
pourrait la déduire immédiatement de la formule ( 1 ) en prenant 
x — h, puis remplaçant x H par x et F par /. Seulement le der- 
nier terme du second membre serait alors la troisième des intégrales 
comprises dans la formule ( 4 ). 

Au reste, on peut démontrer directement l’équation ( 3) à l’aide de 
plusieurs intégrations par parties, en opérant à peu près comme l’a 
fait M. de Prftny dans un Mémoire publié en i8o5. En effet, si, dans 
la formule (i3) de la Leçon précédente, on remplace d’abord x par 
x 0 - 1 - h et ensuite x„ par x, on en tirera 


(5) 


f f{x + z)dz—.C f(x + h — z)dz 

*-'<) ‘ *M> 


On aura donc, en conséquence, 


( 6 ) 


f{x + h) — /(x) 



z)dz—f f\x-i-/i — z)dz. 



216 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL. 
D’ailleurs, en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trouve 

I f '/'(* + h — s) dz 

■ = jf / (x-i-/ l --z)+J'j/' l (x-h/l-z)dz 

^ îf { x + /, - z) + ~/\x + /, - z) + f -f- f(x + h-s)d: 

, 1.2 J 1.2 

(7) 

= y /'(a? -h h — z) + — f'\x + /< — s) . . 

+ ■. a . = 7;l-r) / "~" <J + ' l ~ s) 

puis, en supposant que chaque intégration soit effectuée entre les 
limites s = o, s = h , et que les fonctions f(x + s), f{x -+- s), . . . , 
f (n \x -+- z) restent continues entre ces mêmes limites, 


i r h 

[f. /'<*-** 


s)d: = ~ fi*) + —/"(*)+■■■ 


( 8 ) 


h n ~ i 


. 2 . 3 . . . ( Il — I 


(x) 




Cel^posé, on déduira évidemment de la formule (6) une équation 
qui s’accordera, en vertu de la formule (4), avec l’équation (3). La 
même méthode pourrait encore servir à établir directement l’équa- 
tion ( 2 ). 

Non seulement les intégrales renfermées dans les seconds membres 
des formules ( 2 ) et (3) peuvent être remplacées par plusieurs autres 
semblables à celles que comprend la formule (4), mais on doit encore 
conclure de l’équation (i3) (vingt-troisième Leçon) qu’elles sont 



CALCUL INTÉGRAL. 


217 


équivalentes à deux produits de la forme 

<»> 

(.o, + 4 .t4ï4)* 

9 désignant un nombre inconnu qui peut varier d’un produit à l’autre 
en restant toujours inférieur à l’unité. On aura par suite 


X" 


1.2.3 .. . n 

h n 


.i.'i. . .a 


; F l " : (9x), 

/<«>(x 4- 9/<), 


(■') 


(>■>.) 


j F(x) -7 F (o) + ? F'( o ) + ~ F"(o) + • . ■ 

( 4- T — ”’ F ( " -l '(o) 4 F<">( 9x), 

\ i .2.6. . .{/i — i ) i . a . 6 . . . n 

j /(x + h)—f(æ) -h y/'(x) H- +• • • 

J h n ~ x h" 

H t T~ ; f { "~ l) (œ) H ,y 4 - Oh ). 

’ I .‘2.6. . .(n — 1 ) J i . '2 J 


Il est essentiel d’observer que la fonction F(\r), avec ses dérivées 
successives, doit rester continue, dans la formule (ii), entre les 
limites o, x , et la fonction J\x 4- s), avec ses dérivées successives, 
dans la formule ( 12 ), entre les limites ^ -- o, ^ -- h . 

Soit maintenant a ■ = j\x , y, z , . . .) une fonction de plusieurs 
variables indépendantes x, y, z, . .., et faisons 

(10) F ( oc ) “ f( jc -+- a dx y y 4 - a dy, z 4 - y. dz , . . . ) . 


On tirera de la formule ( 11 ), en y remplaçant x par a, puis avant 
égard aux principes établis dans la quatorzième Leçon, 

I /( x 4- & dx y y 4- a dy, :4-at/:, . . . ) 

) = // 4- - - d 2 M 4- . . . 

04) \ 

I a"~ l a" 

4 d- x u 4- 2 

\ 1 . 2 . . . ( n — 1 ) 1 . 2 . 3 . . . n 

28 


OEuvres tle C. — S. II, t. IV. 
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Si la quantité a devient infiniment petite, il en sera de même de la 
différence 

F < " > (9«) — F<">(o) ou F ( "> (9a) — d" «, 

et, en désignant par (3 cette différence, on trouvera 

f(x + x dx, y 4- a dy, z 4- a dz, . . . ) 

a , a 2 ,, 

:z « H du 4 <l~ Il 4 . . ■ 

( 1 ‘> ) ‘ ' 

I a"-' ? n 

! h d" _ 1 « H (rf*# + |3). 

! I . 3 ...(/<— 1 ) I . 2 . .1 . . . U r 


Quand les variables indépendantes se réduisent à une seule variable x, 
alors, en posant r — /(. r), on obtient la formule^ 


| -t- *dx) 

(i6)' 


« , a- ,, 

V 4- - c/r 4 d‘y 4 - . . . 

1 ^ 1,3 


. 3 . . . ( n — i ) 


d n-> y + 


.2.3 . . .n 


(d'\y-h j3). 


Concevons à présent que, pour une valeur particulière .r n attribuée 
à la variable x, la fonction /(x) et ses dérivées successives jusqu’à 
celle de l’ordre n — i s’évanouissent. Dans ce cas, on tirera de la for- 
mule ( 12 ) 

(17) /(■»',, • h) ~ l Oh); 

puis, en substituant à la quantité finie h une quantité infiniment 
petite désignée par i. 

(18) /(x «4- < ) — y— y (~r« -I- 0/). 

Lorsque, parmi les fonctions /(a;), /'(.r), . . . , f [n -'\x), la première 
est la seule qui ne s’évanouisse pas pour # = l’équation ( 18 ) doit 
être évidemment remplacée par la suivante : 

/( «•«+*) — /( *0 ) — / n) (-r„+ 0/). 


('9) 
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Si, dans la même hypothèse, on écrit x au lieu de x n , et si l’on pose 
f{x)--y, A.r — i a/i, 
l’équation (19) prendra la forme 

( 9.0 ) A y * ( d n v + S), 


^ désignant aussi bien que a une quantité infiniment petite. On pour- 
rait encore déduire de la formule (20) de l’équation (16), en obser- 
vant que la valeur attribuée à x fait évanouir les différentielles dy , 
d-y, ..., d"'y, en même temps que les fonctions dérivées /'(x), 
f"(oc) /" ' (x). 

L’équation (20) fournit les moyens de résoudre le quatrième pro- 
blème de la sixième Leçon, dans plusieurs cas où la méthode que 
nous avions proposée est insuffisante. En effet, supposons que , y et z 
désignant deux fonctions de la variable x, la valeur particulière x„ 

attribuée à celle variable réduise à la forme non seulement la 

O 

- . . Z r z" - ( ni ~ I ) 

fraction s -, mais encore les suivantes • ••, ' Alors, 

y y y .r'“' ■ 

en faisant A.r a dx, et désignant par f i, y deux quantités infiniment 
petites, on aura pour x ----- x„ 


(21) 


Av — 


A; 


• {d m y -i - 13 ), 

1 . 2 . .1 . . . m • r 


-- id'"z , y). 


1 . .i . . . . m 


( 3 3 ) 


.. v- f-A y A z d m -z 4 -v d ,n z 

1 un -- Iim -r— -- hm J rj - — 

y - H A/ A y <i H y -i- (3 d m y 


- , m ) 
tu) ’ 


r 


Exemple. - On aura pour a 1 o 


sin s x _ </ s (sin*a - ) _ 'Mcos 2 ./- -sin 2 .r) 

i — co s x (P{i — cosa ) 


co s x 
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TRENTE-SEPTIÈME LEÇON. 


THÉORÈMES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. EXTENSION DE CES THÉORÈMES AUX FONCTIONS 

1)E PLUSIEURS VARIABLES. 


On appelle série une suite indéfinie de termes 

(l) l'o, U 1, U W/M 

qui dérivent les uns des autres suivant une loi connue. Soit 

s„ u {) -4- //, -I- tf , -h ... H- , 

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s„ 
s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite con- 
vergente, et la limite s représentée par la notation 


e 0 -h //, --1- u., -h // ;i - 4 - . . . 

s’appellera la somme de la série. Si, au contraire, tandis que n croit 
indéfiniment, la somme s n ne s’approche d’aucune limite fixe, la série 
sera divergente, et n’aura plus de somme. Dans l’un et l’autre cas, le 
terme correspondant à l’indice /*, savoir u tl9 se nomme le terme general. 
De plus, si dans la première hypothèse on fait s — s„ ~ r n9 r n sera 
ce qu’on nomme le reste de la série, à partir du n ume terme. 

Ces définitions étant admises, il résulte évidemment des for- 
mules ( 2 ) et (3) de la trente-sixième Leçon que les séries 


( 2 ) 

F ( 0 ), 

~ F'(o), 


TX3 P( °)' 

(3) 

/(•*)> 

7 /'(•*), 


7Ta73 
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seront convergentes, et auront pour sommes respectives les deux fonc- 
tions F(ar), f(x -f- h), toutes les fois que les deux intégrales 


(4) 

(5) 


r x / ~. ~\n-i 

/ - o T 1 F'« ) (a)rf5= -, V^(Ox), 

J 1 . 2 . 3 . . . ( /* — i ) i.2.3...« 

*" ü V ' 

J r h (h s h" 

f • .7 /<»>(« + 3) (lz = -, /’<«>(* - 4 - Oh) 

I . 2 . 3 . . . ( /* — 1 ) 1.2.3.../* 


convergeront, pour des valeurs croissantes de «, vers la limite zéro. 
On trouvera, en conséquence, 

(6) F(ar) = F (o) -f- I F'(o) -+- F'(o) + F'(o) 


si l’expression ( 4 ) s’évanouit par des valeurs infinies de n, et 

( 7 ) /(* + A) =/(*)-+- J /'(*) + ~ /V) + 7^3 /"(.r )+..., 


si l’expression (5) satisfait à la même condition. Les formules (G) 
et ( 7 ) renferment les théorèmes de Maclaurin et de Taylor. Elles 
servent, quand les intégrales ( 4 ) et (5) remplissent les conditions 
prescrites, à développer les deux fonctions F(a?) cl /(x •+• h) en séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières des quan- 
tités x et/*. Les restes de ces séries sont précisément les deux inté- 
grales dont nous venons de parler. 

Supposons maintenant que l’on désigne par u — /(x, y, z, . . .) 
une fonction de plusieurs variables indépendantes, et qu’aux équa- 
tions ( 2 ) et (3) de la Leçon précédente on substitue l’équation (r4). 
On conclura de cette dernière 


(») 


/(.r + a dx, y -h oc dv, z -f- oc dz, . . . ) 

oc , oc 2 a 3 _ 

~ u du -y d 2 u h d* u -h . . . , 

1 1.2 1.2.J 


• oc^ • 

toutes les fois que le terme y- 77 - 3 — -F ( " ) (0a), ou plutôt l’intégrale 
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que ce terme représente, et que l’on peut écrire sous la forme 


( 9 ) 


/* a ( cc — v) u ~ l 

/ — - F<"' (<•)</,•, 

A i. 2.3...(« — i) ’ 


s’évanouira pour des valeurs infinies de n. On trouvera par suite, en 
posant a = i, 

. . , . , , du ci 1 u d 3 u 

( i o) f{x 4 - ax, v 4- dy, z + dz, . . . ) — u H 1 f 4- . . . , 

I I . 2 1 . 2 . ,> 


pourvu que l’intégrale 


(‘O 


/ - F iw) ( r) 




vérifie la condition énoncée. Quand les variables indépendantes x , y, 
=, . . . se réduisent à la seule variable x, l’équation (10) devient 




,, . , du d-11 

/(x 4- dx) 1 


d'u 

1 . 2.3 


Celle-ci coïncide avec l’équation (7), c’est-à-dire avec la formule de 
Taylor. En y remplaçant x par zéro et dx par x, on retrouverait le 
théorème de Maclaurin. Ajoutons que l’équation (10), et celle qu’on 
en déduit lorsqu’on y remplace x, y, s, . . . par zéro, puis dx, dy, 
dz, ... para;, y, s, ... fournissent le moyen d’étendre les théorèmes 
de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables. Remar- 
quons enfin que les équations (G), (H), (10), (12) coïncident avec les 
équations ( 4 ). (G)i (7), (b) de la dix-neuvième Leçon, dans le cas 
où F(o-) et f(x) représentent des fonctions entières du degré n. 

Comme, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxième Leçon), l’in- 
tégrale (4) est équivalente à un produit de la forme 


(, 3 ) 


•r «fiV 

I .2.3. . .{n — 1) 


0 désignant un nombre inférieur à l’unité , il est clair que des valeurs 
infinies de n feront évanouir cette intégrale, si elles réduisent à zéro 
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pour toutes les valeurs de s renfermées entre les limites o et x. Cette 
deïnière condition sera évidemment remplie, si la valeur numérique 
de l’expression F (,,) (ô;r) supposée réelle, ou le module de la même 
expression supposée imaginaire, ne croît pas indéfiniment, pendant 
que n augmente. En effet, puisque la quantité 


ni ( n — m ) 



croît avec le nombre m entre les limites m = i, m — et que l’on a 
par suite 

n - 1 

i (n — i ) < a ( n — •?. ) < 3 ( n — 3 ) < . . . , i . 2 . 3 . . . ( n — i ) > ( n - î ) - , 


on peut affirmer que la valeur numérique ou le module de l’expres- 
sion (i4) restera toujours inférieur à la valeur numérique ou au mo- 
dule du produit 


( i5) 



Il - 1 

F (,,) (s). 


Or ce produit deviendra nul, dans l’hypothèse admise, pour n — x. 

Exemples. — Si l’on prend pour valeurs successives de la fonc- 
tion F(.r) 

e x , sinj", cosx, 

on trouvera pour les valeurs correspondantes de F : "’(0 æ:) 

sin ■+ Oxj, cos ( '—p -+- 9.vJ. 

Comme ces dernières quantités restent finies, quel que soit tandis 
que n augmente, on doit en conclure que le théorème de Maclaurin 
est toujours applicable aux trois fonctions proposées. On aura, en 
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conséquence, pour des valeurs quelconques de et pour des valeurs 
positives de A, 


( 1 6 ) e* — i -t- 


I 1.2 1 . 2.3 


-h..., A*=< 4 ,A — 14 - 


x\k .z-(lA)- x A IA)' 

H — - -i L*. 

1 1.2 1.2.0 


- + • • . 


, . . . . X . / 7 T\ .Z- . / 2 7 r\ X* . /3 7 r\ X X A X* 

(17) si n x ~ sin (0) + -sm rM sin — h 7> sin — -h... — — * H -c-7-r 

' 1 \ 2 J 1.2 \2/ 1.2.3 \ 2 J 1 1.2.3. 1.2. 3 . 4 .i> 


, . , x ( 7r\ x~ (21 r\ x l /3ir\ 

(18) COS J? zr COS ( 0 ) H COS I - ) H ; ~COS( — H -r COS — 1 I 

I \ 2 ' 1.2 \ 2 ! 1.2. 0 \ 2 / 


z - ,r f 

1.2 + 1.2. 3 . 4 


Lorsque la fonction F (w, ( 0 #) devient infinie pour des valeurs infi- 
nies de /*, l’expression (i4) peut encore converger vers la limite zéro. 
C’est ce qui. arrivera, par exemple, si l’on prend F(x) = l(i 4- x), et 
si en même temps on attribue à x une valeur numérique plus petite 
que l’unité. Kn effet, on trouvera dans ce cas, en supposant 5 = ùx, 
0 <!,#-<!, 


(19) 


(x — z)"- ] 

I . 2 . 3 — I ) 


F w(z) 


(x~-z)"^ 


x"-' / 1 — fj \" 

T—l) ; 


et, comme la fraction sera évidemment inférieure à l’unité, il 
est clair que l’expression (19) s’évanouira pour n = x. On trouvera, 
en conséquence, pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
limites — j et h- i, 


1 ( 1 + x ) 


X 1 X* 


— H - ~rr 
2 0 


.4 

' r 

4 


+ . . .. 


( 9 . 0 ) 
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TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 


RÈGLES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. APPLICATION DE CES RÈGLES 
A LA SÉRIE DE MACLAURIN. 


Les équations ( 6 ) et ( 7 ) (trente-septième Leçon) ne pouvant sub- 
sister que dans le cas où les séries ( 2 ) et (3) sont convergentes, il 
importe de fixer les conditions de la convergence des séries. Tel est 
l’objet dont nous allons nous occuper. 

L’une des séries les plus simples est la progression géométrique 

(1) a, ax, ax'-, ax 3 , ..., 

qui a pour terme général ax' 1 . Or la somme de scs n premiers termes, 
savoir 

, „ , i — x" a ax n 

a(i -+- x -+- x*-\- . . . -I- x"-' ) = a — — = — 

1 — x 1 — xi — x 

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 
limite fixe " > si la valeur numérique de la variable x supposée 

réelle, ou le module de la même variable supposée imaginaire, est un 
nombre inférieur à l’unité, tandis que, dans le cas contraire, cette 
somme cessera de converger vers une semblable limite. La série ( 1 ) 
sera donc toujours convergente dans le premier cas et toujours diver- 
gente dans le second. Cette conclusion subsiste lors même que le fac- 
teur a devient imaginaire. 

Considérons maintenant la série 

( 2 ) «o, «1, Ui, «3, «n, ••• 

composée de termes quelconques réels ou imaginaires. Pour décider 

OEuvres de C. — S. Il, t. IV. 29 
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si elle est convergente ou divergente, on n’aura nullement besoin 
d’examiner ses premiers termes, que l’on pourra même supprimer de 
manière à remplacer cette série par la suivante 

(3) u nn U/n-4- U 2> ♦ • • » 

m désignant un nombre aussi grand que l’on voudra. Soit d’ailleurs 
p„ la valeur numérique ou le module du terme général u n ; il est clair 
que la série ( 3 ) sera convergente si les modules de ses différents 
termes, savoir 

(4) prnf pm-h l) p/n-+-2> • • • i 

forment a leur tour une série convergente, et qu’elle deviendra 
divergente si p„ ne décroît pas indéfiniment pour des valeurs crois- 
santes de n , Cela posé, on établira facilement les deux théorèmes qui 
suivent. 

Théorème I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles con- 
verge, tandis que n croît indéfiniment , V expression (p n ) n \ et soit X la 
plus grande de ces limites, La série (2) sera convergente, si Von a X < 1 ; 
divergente , si Von a X > 1 . 

Démonstration, — Supposons d’abord X<i, et choisissons arbi- 
trairement entre les deux nombres 1 et X un troisième nombre pc, 
en sorte qu’on ait X<p.<i; n venant à croître au delà de toute 

1 

limite assignable, les plus grandes valeurs de ( p„ )" ne pourront s’ap- 
procher indéfiniment de la limite ~k sans finir par être constamment 
inférieures à p. Par suite, il sera possible d’attribuer au nombre 
entier m une valeur assez considérable pour que, n devenant égal 

ou supérieur à m, on ait constamment (p„)"<^ p, p„< p". Alors les 
termes de la série ( 4 ) seront des nombres inférieurs aux termes cor- 
respondants de la progression géométrique 

(5) p™, p" 1 -', p"‘+ ! , 

/ 

et, comme cette dernière sera convergente (à cause de p<i), on 
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devra en dire autant de la série (4) et, par conséquent, de la série (2). 

Supposons en second lieu A> 1, et plaçons encore entre les deux 

nombres 1 et A un troisième nombre p, en sorte qu’on ait A > p > 1 . 

Si n vient à croître au delà de toute limite, les plus grandes valeurs 
1 

de (p„) n , en s’approchant indéfiniment de A, finiront par surpasser p. 

£ 

On pourra donc satisfaire à la condition (p„)"> p ou p„> p n > i , par 
des valeurs de n aussi considérables que l’on voudra; et par suite, on 
trouvera dans la série (4) un nombre indéfini de termes supérieurs à 
l’unité, ce qui suffira pour constater la divergence des séries (2), (3) 
et (4). . 

Théorème II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport — — 

p /t 

converge vers une limite fixe A, la série (2) sera convergente toutes les 
fois que ion aura A <[ 1 , et divergente toutes les fois que ion aura A > 1 . 

Démonstration. — Choisissez arbitrairement un nombre z inférieur 
à la différence qui existe entre 1 et A. Il sera possible d’attribuer à m 
une valeur assez considérable pour que, n devenant égal ou supé- 
rieur à m, le rapport — l demeure toujours compris entre les deux 

P» 

limites A — z, A -+- z. Alors les différents termes de la série (4) se 
trouveront compris entre les termes correspondants des deux pro- 
gressions géométriques 

pim Pin £ ), pm O*» P«i ( Z ) *, • • • , 

p»n P„,(X -t-E), p,„(X-h£) J , p,„(X 4-e) 3 , 

lesquelles seront toutes deux convergentes, si l’on a A< 1, et toutes 
deux divergentes, si l’on aA>i. Donc, etc. 

Scolie. — Il serait facile de prouver que la limite du rapport — 

pu 

dans le cas où cette limite, existe, est en même temps celle de l’cx- 

l 

pression (p„)". [ Voir Y Analyse algébrique ('), Chap. VI. j 


( l ) OEuvrcs de Cauchy , S. II, T. lll. 
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En appliquant les théorèmes (i) et (2) à la série de Maclaurin, 
savoir 

4 

(6) F(o), ^ F'(°)> F"(o), Y^gF^o), ..., 

on obtient la proposition suivante : 

Théorème III. — Soient p„ la valeur numérique ou le module de l’ex- 
pression F'" ; ( o ) , et ~k la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît 

indéfiniment, les plus grandes valeurs de (p n ) n ou bien encore la limite 
unique {si cette limite existe) du rapport La série (6) sera couver - 
gente toutes les fois que la valeur numérique ou le module de la variable æ 
sera inférieur à ^ et divergente toutes les fois que la v>aleur numérique 

ou le module surpassera ~ • 

Exemples . — Si Ton prend pour valeurs successives de F(a?) 
e x , sinx, cos#, (n-^r)l 1 , 

» 

p. étant une quantité constante, les valeurs correspondantes de ^ 
seront 

00, 00 , 00, I, I. 

Par suite, les séries comprises dans les équations (16), (17), 
(18) de la trente-septième Leçon resteront convergentes entre les 
limites x=z — -x>, x = 4- oo, c’est-à-dire pour des valeurs quel- 
conques de x. Au contraire, la série 

’ 1 ’ 1.2 ’ TTÏ 73 ’ •••’ 

1 )---( P - /i + l ) T n 

i .a.3.7 . n ’ ••• 

et celle que renferme la formule (20) (trente-septième Leçon) ne seront 
convergentes, si la variable x est réelle, qu’entre les limites x — — 1 , 
x = -+- 1 . 

Nous avons déjà remarqué que la série (6) est réelle et qu’elle a 
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pour somme F(x) toutes les fois que, la variable x étant réelle et la 
variable z étant comprise entre les limites o, x, l’expression (14) 
(trente-septième Leçon) s’évanouit pour des valeurs infinies de n. 
Or cette dernière condition sera évidemment satisfaite si l’expres- 
sion dont il s’agit est le terme général d’une série convergente, ce 
qui aura lieu, en vertu du théorème III, si, pour des valeurs crois- 
santes de n, le module ou la valeur numérique du produit 


( 8 ) 


x — z F ( '* +,) (s) 
~ Ti F(">(a) 


converge vers une limite inférieure à l’unité. 


Exemple. — Soit 


F( x) = (i x)v-. 


p. désignant une quantité constante. Si dans l’expression (8) on rem- 
place z par Ox, cette expression deviendra 

* ~ j_-JL ÜHL _ _ x ’ — 9 (. _ 

et convergera pour des valeurs croissantes de n vers une limite de la 
forme — x ^ limite dont la valeur numérique sera inférieure à 
l’unité, si l’on suppose a? s <[i. On aura donc, sous cette condition, 


(9) (i + x)v-= 


I 1.2 1 . 2.6 


On prouverait de même que l’équation 


(io) (i-t-aa;)l J '=i-+-— ax — - — a*x*-\- — —Ja 3 x 3 - 4- . 

V ' V ' l 1.2 1.2.3 


subsiste, pour des valeurs réelles ou imaginaires de la constante a, 
tant que la valeur numérique de x est inférieure au module de L 
On pourrait croire que la série (6) a toujours F(a?) pour somme, 
quand elle est convergente, et que, dans le cas où ses différents 
termes s’évanouissent l’un après l’autre, la fonction F(;r) s’évanouit 
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elle-même; mais, pour s’assurer du contraire, il suffit d’observer que 
la seconde condition sera remplie, si l’on suppose 

et la première, si Ton suppose 

- (-Y 

F ( x ) = e~ x 4 -h e V •*' ' . 

. ' -(-)* 

Cependant la fonction e n’est pas identiquement nulle, et la 
série déduite de la dernière supposition a pour somme, non pas le 

binôme e~ x ' -+- e / , mais son premier terme e~ x \ 
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TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 


DF.S EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES IMAGINAIRES. USAGE DE CES EXPONENTIELLES 
ET »E CES LOGARITHMES DANS LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES SOIT DÉFINIES. 
SOIT INDÉFINIES. 


Nous avons prouvé dans la trente-septième Leçon que l’exponen- 
tielle A Æ (A désignant une constante positive, et# une variable réelle) 
est toujours équivalente à la somme de la série 

, N x I A #*(IA ) 5 .r’(lA ) 3 

(I i , > y y— y • • * y 

' I 1.2 1.2.3 

en sorte qu’on a, pour toutes les valeurs réelles de x, 




k x — 


.r I A , ( I A Y ,r 3 (l A ) 3 

i ' i . a 1 i.2.3 


D’autre part, comme, en vertu du théorème II F de la trente-huitième 
Leçon, la série (i) reste convergente pour des valeurs imaginaires 
quelconques de la variable x, on est convenu d’étendre l’équa- 
tion (2) à tous les cas possibles, et de s’en servir, dans le cas où la 
variable x devient imaginaire, pour fixer le sens de la notation A j: . 
Cette convention étant admise, on déduit facilement de l’équation (2) 
plusieurs formules remarquables que nous allons faire connaître. 
D’abord, si l’on prend A — e, l’équation (2) deviendra 

y rf> 2 y 1 '! 

( 3) e x =I+ _ + T __ 4 .___+.... 

Si l’on pose dans cette dernière x — z y '— 7 (z désignant une variable 
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réelle), on trouvera 



I 


z t 
I . 2 


z î 

1.3 + 1 .2.3.4 




et, par suite, 

(4) — cosæ -+- y^~i sins. 

On trouvera de même 

(5) coss — y/— i sins, 

puis on conclura des équations (4) et (5) combinées entre elles 


. ... e z '/~ i -h e~ z '!~ i . e z '!~ l — e~ z '~' 

(o) cos ^ " , sin;— - 

2 a y — i 

Soit, en second lieu, x — (a + b y/— 1)5, a, b, désignant deux con- 
stantes réelles. Alors la série comprise dans le second membre de la 
formule (3) sera précisément celle que l’on déduit du théorème de 
Maclaurin, appliqué à la fonction imaginaire e" z (cos4s -t-y / — ■ isin/js). 
On aura donc 

( 7 ) <? (a+*v'-î)s-— e«=(cos b z y/ — i sin bz) — e az e bz ' / -' . 

Cotte dernière formule est analogue à l’équation identique 

e [a-¥b)z — e az çbz ^ 

de laquelle on la déduirait, mais par induction seulement, en sub- 
stituant k la constante réelle b une constante imaginaire b y/— 1 . Nous 
ajouterons qu’en s’appuyant sur la formule (7) on étend sans peine 
l’équation 

( 8 ) e x+ y = e x e } 

à des valeurs imaginaires quelconques des variables x, y; et qu’en 
comparant la formulp (2) k la formule (3) on en tire, pour une 
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valeur quelconque de x, 

(9) A* — e xU . 

Concevons maintenant que, u et v désignant deux quantités réelles, 
on cherche les diverses valeurs de x propres à résoudre les deux 
équations 

( 10 ) - A* — u v \J — i , 

(11) e x — u -h e \! — i . 

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de u vsj — 
i° dans le système dont la base est A; 2° dans le système népérien 
dont la base est e. De plus, comme, en vertu de la formule (9), les 
logarithmes de l’expression u-î-vyj—i dans le premier système se- 
ront égaux aux logarithmes népériens de cette même expression 
divisés par IA, il suffira de résoudre l’équation (11). Cela posé, fai- 
sons x — a* 4- fi \j — i , a, fi désignant deux quantités réelles. La for- 
mule (1 1) deviendra 

e a +Pv / -ï = : U 4- v\J — I ; 

puis l’on en tirera e^cosfi — */, e a sin fi = e et, par conséquent, 


1 

(12) ^=(«2 + v'-ÿ, 

( 1.3 ) cos (3 = > si II (3 — -- = 4 —---: . 

y u* -h v* \! u 1 - h c 2 


Or, on satisfait a l’équation (12) par une seule valeur réelle do a, 
savoir a — ^ \(u 2 4- e 2 ). De plus, en désignant par n un nombre 
entier arbitraire, on satisfera aux équations (i3) par toutes les valeurs 
de fi comprises dans la formule 

( 1 4 ) (3 2 n 7T 4 - a rc la ng ~ > 

si u est positif, ou dans la suivante 

(i5) p = (2n4-i)7C4- arc tang^> 

OE livre s de C. — S. Il, t. IV. 3o 
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si u devient négatif. 11 existe donc une infinité de logarithmes imagi- 
naires de l'expression « + Le plus simple de tous ces loga- 

rithmes, dans le cas où la quantité u reste positive, est celui qu’on 

obtient en posant n = o, savoir ~ 1 (// 2 h- e 2 ) -f- yj — i arc tang Ce 

même logarithme, qui, pour une valeur nulle de o, se réduit au loga- 
rithme réel de w, sera celui que nous désignerons par la notation 
K/f-f-cy— i) ( voir Y Analyse algébrique , Chap. IX), en sorte qu’on 
aura pour des valeurs positives de u 


( 1 0 ) 1 ( u i- r y * i ) = X - I ( //* -+- <•'* ) -h y 7 — 1 arc lang ™ • 

Par suite, si r représente une quantité positive, et / un arc réel com- 
pris entre les limites — ^ -f- l’équation 

(17) jt /• ( cos £ -1- v 7 — 1 si n t ) -- r c l v 1 


.entraînera la suivante 

(18) Lr - I /• -1- t y - j . 


Les formules qui servent à différentiel’ les exponentielles (‘t les 
logarithmes réels subsistent, lorsque ces exponentielles (‘t ces loga- 
rithmes deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra 
sans peine que l’on a : i° pour des valeurs imaginaires de la va- 
riable .r, 

(19) 4 de x z=z e x dje, 

(20) d\{±.x)~ 


2" pour des valeurs réelles des variables x, y, z, et des constantes a, 

3, a , />, 


(21) 

(22) 


de*** ' - 1 = é ' 1 ( dx -t- r/y y/ — i ), 


• i ' + 7 V /-i 
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d I [ ± (x - a - (3 v^, ) | - d ± , 

æ ~ — p v -- 1 

d I [ ± (■* - « -1- i 3 V e - ')] - 

•ï’ — # " 4 ~ p y — » 

(24) r - t .(u+l^--t)zÇ a /) y/— | ) r /;. 

Dans ces diverses formules, on doit adopter, après la lettre I, le 
signe 4- ou le signe —, suivant que l’expression imaginaire dont on 
prend le logarithme népérien a une partie réelle positive ou négative. 
De ces mêmes formules on déduira immédiatement les suivantes 



■(A-Rv 7 ^ 1 )<lr 
jr — a — p y 7 — i 


B v 7 — 1 ) cl. 

x + P V 7 - 

r - • ( \ ! B \ 

I 


f>(a ♦ •///-- 1)0 


a H- b \J ~ 1 


~n Àa+bJ i)c 1 

dz — 



a -h b y/ 1 [ 


; (A _ b vP7) I [± O - a - |3 V 7 — 01 + ©, 


.r — a -|- Pv 7 -- i)J 


-h c;, 


n [ n ~~ 1 * 

(a -H ^ v 7 ' -- 1 Y - ' 


lesquelles s’accordent avec les formules établies dans les vingt- 
huitièino et trentième Leçons. 

Les exponentielles et les logarithmes imaginaires peuvent encore 
être employés avec avantage dans la détermination des intégrales dé- 
finies. Ainsi, par exemple, il résulte de la seconde des équations ( 26 ) 
que la formule donnée ligne i3 de la page 192 subsiste, quand on y 
remplace la constante a supposée réelle par la constante imaginaire 
a 4- b\j— 1 . On obtient alors l’équation 


(27) 





dz 


1 .2.3. . .n 
( a b\i- i) 


laquelle coïncide avec la formule de la ligne i/j de la page citée. De 
plus, il est clair que la formule ( 18 ) de la trente-quatrième Leçon 
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subsistera encore, si, au lieu de prendre pour f(;r) une fonction algé- 
brique, on pose successivement 

f(- r ) — e ar '/~' , f( .*) — (_ f(j-)= (~ W— 

1 (i — rx\J — i) 

[ 4 , a, r désignant trois constantes positives, dont la première reste 
comprise entre les limites o et 2 . On trouvera, en conséquence, 


(28) 


C (t a x\f ./• cos axdx 

I * — ; zdxz=zf — ne -a 

J 1 -h X* J I -h X t 


(»9) f_ ' ' -Q 1 "' ^ sln (ig - - 

( — 3? y/ — i) e ax ^~ l dæ 


dæ 




“ TT C~ 


(3o) 


x 


1 ( i — r x \J — i ) i-h^ e 

J Ç" sinax_l(i -h r*x 2 ) h- 2 cosax arc tangr.r x dx Tze~ a 

0 til(i «+- /•*#*)]*-+- (arc langrx ) 2 1 -+- x'* ~~ i(i -b7) ’ 


1 - 1 - x' 
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QUARANTIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION PAR SÉRIKS. 


Considérons une série 


(') « 0 , « 1 » « 2 , « 3 . -, ««, ••• 

dont les différents termes soient des fonctions de la variable x qui 
restent continues entre les limites x — x u , x = X. Si, après avoir 
multiplié ces mêmes termes par dx, on les intègre entre les limites 
dont il s’agit, on obtiendra une série nouvelle composée des inté- 
grales définies 




r x 

r* 

/ u 0 dœ, 

1 u j dx , 

1 u 2 dxj 

! U^dXy 


J.r 0 

*/r 0 ’ 

J Xq 



En comparant cette nouvelle série à la première, on obtiendra sans 
peine le théorème que nous allons énoncer. 


Tiikouèmk I. — Supposons que, les deux limites x „ , X étant des quan- 
tités finies, la série (i) soit convergente, non seulement pour x - x ü et 
pour x — X, mais aussi pour toutes les valeurs de x comprises entre x„ 
et X. La série (2) sera elle-même, convergente ; et si l’on appelle s la 
somme de la série (1), la série (2) aura pour somme l’intégrale 



s dx. 


En d’autres termes, l’équation 


(3) 


S — Il p "H U 1 -f- U 2 "H fl 3 . . . 
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entraînera la suivante : 


(4) / sdx “ / u 0 dæ -f / u t dx 4- / u 2 dx -H / f/ 3 

Démonstration. — Soit 


r/x + . . . 


( 5 ) •?/) — - «0 + W| + H« ««- i 

la somme de a premiers termes de la série (t) et r„ le reste à partir 
du « ie,lie terme. On aura 


( 6 ) S ----- S a /' ü — U o -+- H i H- Il ± - f - . . . II n— J “H r „ , 

et l’on en conclura 



Or, puisque, en vertu de la formule (14) (vingt-troisième Leçon), 
l’intégrale f r n dx sera une valeur particulière du produit r n ( X — .r 0 ) 

correspondante à une valeur de x comprise entre les limites x tt , X, et 
que,- dans l’hypothèse admise, ce produit deviendra nul pour des 
valeurs infinies de n, il est clair qu’on obtiendra l’équation (4) en 
posant, dans la formule (7), n — ao. 


Corollaire I. — Si dans la formule (4) on remplace X par x, 011 
obtiendra la suivante 


(8) 


Ç s dx — jT u„ dx I- h, dx u t 


dx 


<1 11 i restera vraie, comme l’équation (3), entre les limites x — x u , 
x — X . 

Corollaire 11 . — - Supposons que la série (1), étant convergente 
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pour x = x n et pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
limites x„, X, cesse de l’être pour x — X. Dans cette hypothèse, les 
équations (3) et (8) subsisteront encore entre les limites dont il 
s’agit. J’ajoiitç que l’équation (4) subsistera elle-même, si les inté- 
grales comprises dans son second membre forment une série conver- 
gente. En effet, on reconnaîtra sans peine que, si cette condition 
est remplie, les deux membres de l’équation (8) seront des fonc- 
tions continues de la variable x dans le voisinagè de la valeur par- 
ticulière x — X [ voir Y Analyse algébrique, page 1 3 1 (')], et qu’il 
s u (Tira d’y faire converger x vers cette même valeur pour obtcnir’les 
deux membres de l’équation (4). Au contraire, l’équation (4) dispa- 
raîtra, si les intégrales que renferme son second membre forment 
une série divergente. 

Corollaire 111. — Supposons que la série ( i ) , étant convergente 
entre les limites x — x„ x = X, devienne divergente poilr la pre- 
mière de ces deux limites ou pour toutes les deux. Alors, en dési- 
gnant par : deux quantités comprises entre a?,, et X, on obtiendra 
l’équation 

(9) / s d.v — / u Q dæ I u x d.r -h / tt*d.r - f- . . . , 

\ 

[mis, en faisant converger £ 0 vers la limite x {) , et \ vers la limite X, 
on retrouvera encore l’équation (4). pourvu toulefois que les inté- 
grales renfermées clans son second membre forment une série con- 
vergente. 

Cette remarque s’étend aux cas mêmes où les quantités x {) , X 
deviennent séparément ou simultanément infinies, par exemple au 
cas où l’on aurait x 0 =^ — oo, X = oc. 

Corollaire IV. — Si l’on prend u n = a n x'\ a u étant un coefficient réel 
ou imaginaire; si, de plus, on désigne par p„ la valeur numérique; ou 
le module de a n% et par X la plus grande valeur que reçoive l’expres- 


C 1 ) (JE ucr es de Cauchy , S. II, T. III, p. vio. 
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1. 

sion (p„) s quand le nombre n devient infini, la série (i) sera conver- 
gente ( voir le théorème III de la trente-huitième Leçon) entre les 

limites x = ~ x = Donc, en laissant la variable x comprise 

entre ces limites et posant 

(10) srrflD + fljH- a,ü ! + ..., 


on trouvera 

5 dx = a 0 æ cii — ■+• a t — -f-. # . . 

2 0 

Cette dernière équation subsistera encore (voir le corollaire II) pour 
les valeurs particulières x — -*• i» x — -\- si ces valeurs particu- 
lières ne cessent pas de rendre convergente la série a t x f ■■ a , x' 1 . 
~a 2 a? s , 

A l’aide des principes que nous venons d’établir, on pourra déve- 
lopper un grand nombre d’intégrales en séries convergentes qui four- 
niront des valeurs de ces intégrales aussi approchées que l’on voudra. 
C’est en cela que consiste Y intégration par séries. On peut même em- 
ployer avec avantage cette méthode d’intégration pour développer en 
séries toutes sortes de quantités, et souvent ce qu’il y a de mieux à 
faire, pour y parvenir, c’est d’exprimer les quantités données par des 
intégrales définies auxquelles on applique ensuite la méthode dont il 
s’agit. 

Exemples. — Pour développer en séries les fonctions l(i+i), 
arctangx, arcsina?, on aura recours aux formules 


1(1 Tï) 

_ r dx 


J 0 I 4- X 


r r dx 

arc tang^r 

~ / 0 <+**’ 


_ /*' r dx 

arc sinx 

Jo 



( i — ,r 2 ) 2 dx ; 
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et, comme on trouvera, entre les limites x = — i , x = -+- 1 , 


I 


I 


= I — X -h x* — . . . , 
” I — X* -h X* — . . . , 


(i — X*) 


: I -h - X* 
2 . 


,3.5 


1 .3 i 

— 7 x^ H 

2.4 2.4.6 


- X 


l'intégration par séries donnera, entre ces mêmes limites, 


(12) 


1 ( I -f - ) — X — — 

' 2 



arc tang.r =r x 



arc sin x 


x - 1 - - 
2 


.r» ^3 .r 5 

T _t ' 2?4 T 


1.3.5 .r 7 

2.4.6 7 


Si dans les équations ( 12 ) on pose x — 1 , les séries comprises dans 
les seconds membres resteront convergentes, et l’on aura (en vertu 
du corollaire 11) 


03) 


1 2 — 1 — 


1 


2 





1 T i . 3 i 

â3 + ^45 


1 .3.5 



On démontre facilement ( voir Y Analyse algébrique , page i63) (■) 
que deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen- 
dantes et entières de x 11 c peuvent donner la même somme, pour 
de très petites valeurs numériques de x, qu’au tant que les coelli- 
cients des puissances semblables de x sont égaux dans les deux 
séries. De cette remarque et du théorème III (trente-huitième Leçon) 
jl résulte que, si les deux séries demeurent convergentes et four- 
nissent la même somme pour les valeurs réelles de x comprises entre 


( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. III, p. 1 44 • 
OE uvres de C. — S. I!, t. IV. 


3 
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les limites — r, -4 -r (r désignant une quantité positive), elles rem- 
pliront les mêmes conditions pour les valeurs imaginaires de# dont 
les modules seront inférieurs à r, Cela posé, on déduira sans peine 
des principes ci-dessus établis le théorème suivant : 

Théorème II. — Si, pour tes valeurs réelles de z comprises entre les 
limites z 0 , Z, et pour les valeurs réelles de x comprises entre les limites — r, 
-t- r, les fondions 

f{x,z) 

et 

(i 4 ) F(x)— jf f{x,z)dz 

sont développables par le théorème de Maclaurin en séries convergentes 
ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de x; si d’ail- 
leurs les sommes de ces séries, quand x devient imaginaire , continuent 
d’ être représentées par les notations /(x, z), F(#), l'équation (t h) sub- 
sistera pour les valeurs imaginaires de x dont les modules seront infé- 
rieurs à r. 


Exemple. — Comme on a, pour des valeurs quelconques de x, 

t /»# s* <*> /%<*> 

7T ” / c~ z * dz — J (>-(~+xP dz — e“ x ‘ I e~ zi (e~ 2zx ■+■ e 2zx ) dz 

•J — — ao • ' 0 


et, par suite. 

(. 5 ) 


/I 90 

/ r ' 1 

^ O 


,'LZX 1 ,, 2 Z JC 


dz — r . 1 e x \ 


on en conclura, en remplaçant# par x\j — 1 , 


(. 6 ) 


j fl X 

I e~ zi cos 

0 


2zx dz = J tt 2 e~ x \ 


Celte dernière formule, que l’on doit à M. Laplaee, est fort utile dans 
la solution de plusieurs problèmes. 
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Depuis l’impression de cet Ouvrage, j’ai reconnu qu’à l’aide d’une 
formule très simple on pouvait ramener au Calcul différentiel la solu- 
tion de plusieurs problèmes que j’avais renvoyés au Calcul intégral. 
Je vais, en premier lieu, donner cette formule; j’indiquerai ensuite 
ses principales applications. 

D’après ce qui a été dit dans la septième Leçon, si l’on désigne 
par x üt X deux valeurs de x entre lesquelles les fonctions f(x) et 
f ( x ) restent continues, et par 0 un nombre inférieur à l’unité, on 
aura 


/(X) -/(.T q) 
X u'q 


i_/'[.r ( ,+ 0(X-x o )]. 


Or il est aisé de voir que des raisonnements entièrement semblables 
à ceux dont nous avons fait usage pour démontrer l’équation précé- 
dente suffiront pour établir la formule 

, . /(X)-/(.r 0 ) /'|> o -t-0(X — .r„)] 

K> F(\)- F(.r„) ' F'[.r„-t- Ù(\ -■<■„) | ' 

0 désignant encore un nombre inférieur à l’unité, et F(a?) une fonc- 
tion nouvelle qui, toujours croissante ou décroissante depuis la limite 
x — x 0 jusqu’à la limite x = X, reste continue, avec sa dérivée F'(a-), 
entre ces mêmes limites. 

On peut aussi démontrer directement la formule (i) à l’aide des 
principes établis dans la sixième Leçon (page 37 ). En effet, il résulte 
de ces principes que, dans l’hypothèse admise, la fonction F'(.r) con- 
servera constamment le même signe depuis x — .r 0 jusqu’à x~ X. 
Par suite, si A et B représentent la plus petite et la plus grande des 
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valeurs que reçoit le rapport dans cet intervalle, les deux pro- 
duits 

F ' (æ-) [ pjfj “ A ] =/'<*> ~ A V ' (x) ’ 

F{x) [B - £[~|] = B F'( x) r) 

resteront l’un et l’autre constamment positifs ou constamment néga- 
tifs entre les limites x t , X de la variable x. Donc les deux fonctions 

/(X) — AF(x), l)F(ï)-/(x), 

qui ont ces mêmes produits pour dérivées, croîtront ou décroîtront 
simultanément depuis la première limite jusqu’à la seconde. Donc la 
différence entre les valeurs extrêmes de la première fonction, savoir 

/(N ) — /(.r.) — A [F(X) — F(x 0 )], 

et la différence entre les valeurs extrêmes de la dernière, savoir 

R [ F ( X ) - F(*.)] - f/(X) -/(*,)], 

seront deux quantités de même signe; d’où l’on peut conclure que la 
différence 

/(X)-/(* o) 

sera comprise entre les deux produits 

A[F(X) — F(.r 0 )], B[F(X) — F(.r 0 )J, 

et la fraction 

/( X )- /(.*„) 

F(X)-F(.r 0 j 

entre les limites A et B. D’ailleurs, les deux fonctions f'(x), V'(x) 
étant continues par hypothèse entre les limites x — x„, x — X, toute 
quantité comprise entre A et B sera équivalente à une expression de 
la forme 

f ! >»+ - 0(x — .r,,)] 

F'[.r„ 4 - 9(x — x 0 )] ’ 

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. H existera donc un nombre 
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de cette espèce propre à vérifier l’équation (i), ce qu’il fallait dé- 
montrer. 

Si l’on fait X = x 0 -+- h, l’équation (i) deviendra 

/..x /(.r 0 + A) — /(-4) _/'(•»«+ 0/0 

V ' F(.r„ + Af- F(.r» j “ F'( ar„ + 0Â) ' 

Cette dernière, qui comprend, comme cas particulier, l’équation (6 ) 
de la septième Leçon, est susceptible de plusieurs applications impor- 
tantes, ainsi qu’on va le prouver en peu de mots. 

Concevons d’abord que les fonctions f(x ) et F(a?) s’évanouissent 
l’une et l’autre pour x — x n , et faisons, pour abréger, 0 h = /<,. Dans 
ce cas, on tirera de la formule ( 2 ) 

( 3 \ /(.r„ -f- A) _ /'( x 0 -4- A ,J 

F ( x 0 -h h ) I '( .r» 4- A, ) 

A, étant une quantité de même signe que h, mais d’une valeur numé- 
rique moindre. Si les fonctions 

/(■*■), f(x), f"(x), /<»-*> (X), 

F(*), F'(.r), F'(jt). .... F‘-')(x) 

s’évanouissaient toutes pour x — x„ et demeuraient continues, aussi 
bien que f n) (x) et F w (a?), entre les limites x = x„, x — .r„ 4 - h , 
alors, en supposant chacune des fonctions 

F (x), F'(-r), F"( x ), .... F ( "~ n (./■) 

toujours croissante ou toujours décroissante depuis la première limite 
jusqu’à la seconde, et désignant par /*,, h ..., h n des quantités de 
même signe, mais dont les valeurs numériques seraient de plus en 
plus petites, on obtiendrait, avec l’équation (3), une suite d’équations 
semblables dont la réunion composerait la formule 

/ ( Xq -+ ■ A ) _ /'( ■*•„ 4- A,) __ /"(.*■. + A, ) = /<“> ( .>,+ /!,) _ 

* F(X0-i~/i) F (x 0 -+- /<i ) F ■+• A 2 ) F ‘ " 1 (x„ -1- A„ ) 

Si, dans la formule (4), on se contente d’égaler la première fraction à 
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la dernière, l’équation à laquelle on parviendra pourra s’écrire comme 
il suit 

... h) _ Qh) 

' F(.r 0 + h) ~ F<'O(.r 0 + Oh ) ’ 

0 étant toujours un nombre inférieur à l’unité. Enfin, si dans l’équa- 
tion (5) on substitue à la quantité finie h une quantité infiniment 
petite désignée par /, on aura 

.... /(.ccp-H- i) _ f< n Hx o+ Oi) 

F(x„+ i) ~~ F*"* (#„-+- 9i) 


Lorsque, dans les formules (5) et (G), on pose 

F U’) — {.r — x„) n , 

on trouve 

F ( ") ( jr) “i.2.3 . . .n 

et, par conséquent, 

/(.r 0 + h) _ / ( '°('*o+ Oh) 

(7) II" ~ 1 . 2 . 3 ...n ’ 

■ o, /( £o + i) _ f (H) ( *<, H - 0 i) 

(8) i" “ ,. 2 . 3 ... „ 


Os dernières équations s’accordent avec les formules (4) et (5) de la 
quinzième Leçon, et coïncident avec les formules ( 17 ), ( 18 ) de la 
trente-sixième. Elles peuvent être employées avec avantage, non seu- 
lement dans la recherche des maxima et minima, mais encore dans la 
détermination des valeurs des fractions qui se présentent sous la 

forme Au reste, pour résoudre ce dernier problème, il suffira le 
plus souvent de recourir à la formule (G). Admettons, en effet, que 
les deux termes de la fraction 

/(■>■) 

F(x) 

et leurs dérivées successives, jusqu’à celles de l’ordre n — 1 , s’éva- 
nouissent pour x = x„. La formule (G) subsistera généralement pour 
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de très petites valeurs numériques de i, parce qu’en général chacune 
des fonctions 

F(a); F'(*), F'(jt), .... F<— •>(*) 


croîtra ou décroîtra sans cesse depuis la valeur particulière de x 
représentée par x 0 jusqu’à une valeur très voisine; et l’on tirera de 
cette formule, en faisant converger i vers la limite zéro, 


( 9 ) 


lim 


/(•*» + 
f -t- 


i) 

O 


— lim / ( n) (^o4- O i) _ /<»>(*«) 

F (,,) (./„+- Qi) — Fi'‘)(x 0 ) 


Si l’on remplace, dans la formule (7), x„ par zéro, et la lettre / 
par $, on en conclura 

(10) , 7 (h) — — - ,f(») (Oh). 


(.cite dernière formule suppose que les fonctions 
. 7 (/ t ), ri'(h), .... 

étant continues, à partir de la limite h = o, s’évanouissent toutes, 
l’exception de ^ (n) (A), en même temps que la quantité h. 

Soit maintenant /(x) une fonction arbitraire de la variable x, mais 
telle que 

/(x-t-/<), f'{x + U), f"(x- +-/t), ..., +• /t) 


restent continues par rapport à A, à partir de A — o. O11 pourra aisé- 
ment, à l’aide de la formule (10), extraire de f(x -h A), ou, ce qui 
revient au même, de la différence /(.-r-t-A)— /(x) une suite de 
termes proportionnels aux puissances entières de A; et d’abord, 
puisque la différence /(x + A) — - /(x), considérée comme une fonc- 
tion de A, s’évanouit avec A, et a pour dérivée du premier ordre 
f'(x-hh), il est clair qu’en substituant cette fonction à S(h), et 
posant n — 1 , on tirera de la formule (10) 

(II) f(x + h)— f(x)= J /'(*-+■ Oh). 


Lorsque, dans le second membre de l’équation précédente, on rem 
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place 0 par zéro, on obtient le ternie j /'(#), et, en retranchant ce 

terme du premier membre, on trouve pour reste une nouvelle fonction 
de h, savoir 

f{x h) —f(x) — ^ /'(x ). 

Comme cette nouvelle fonction de h s’évanouit avec h, ainsi que sa 
dérivée du premier ordre, et qu’elle a pour dérivée du second ordre 
f"(x 4- //), en la substituant à $(h), et posant n = 2, on tirera de la 
formule (10) 

( 12 ) f{x + h)—f(x)— ~f'(x)—-^/'(x-hO/i). 

Si, dans le second membre de l’équation (1 1), on remplace 0 par zéro, 

h 2 

on obtiendra le terme -^ /"(#), et, en retranchant ce terme du pre- 
mier membre, on trouvera pour reste une troisième fonction de h, 
savoir 

f(x + h) — f{x) — ^f'(x) — JL.f"(x). 

Comme cette troisième fonction de h s’évanouit avec h, ainsi que ses 
dérivées du premier et du second ordre, et qu’elle a pour dérivée du 
troisième ordre f'\x 4- h ), en la substituant à ,f(A), et posant n = 3 , 
on tirera de la formule (ro) 

( .3) f{x + h)-f(x) - '[/‘(.T) - ~- x f"(x) = + Oh). 

etc. En continuant de la même manière, on établira généralement la 
formule 


(> 4 ) 


f(x + h) -/{*)- 

1 . 2 . 3 ...(// 



r f' n -' ) (æ) = 


h n 

1 . 2 . 3 . ..n 


f( n) (æ -\-0h ), 


laquelle coïncide avec l'équation (12) de la trente-sixième Leçon. 
Si, dans cette formule, on remplace x par zéro, h par x, et f par F, 
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F(#) désignant une fonction arbitraire de#, on trouvera 


(i5) 


F(#) — F (o) — j F'(o) — F"(o) 


i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 




1.2.3.../* 




Cette dernière équation coïncide avec la formule (it) de la trente- 
sixième Leçon, et l’on peut encore y parvenir directement de la 
manière suivante. 

Soient F (x) une fonction quelconque de æ , etcr(^) un polynôme 
entier du degré n — i, assujetti à vérifier les équations de condition 

gj ( o ) — - F ( o ) , tü'( o)^-F'(o), Ttr'(o) F"(o), GT (,t ~ n (o) F (/i ~ 1 ) (o); 

xs [n \x) étant alors identiquement nulle, si dans la formule (io) on 
remplace h par x , et i(x) par F (a?) cy(a?), on trouvera 


( 16) 


F(#) — ts(x) — 


. a . 3 . . . n 


F<«>(0j?); 


et, comme on aura d’ailleurs ( voir la dix-neuvième Leçon) 

( bj(jt) Œf(o) -h J tü'(o) -f- m"(o) 4-... -H •— ^ ^ 

( 1 7 ) < 2 ni 

I . F(o) + ÎF(o) + -- F"(o) h- ... h F |,,_1, i o), 

\ 1 1.2 J . 2 . o . . . ( //. 1 ) 

il est clair que la formule (i6) entraînera l’équation (i >). 

Il importe d’observer que, dans tous les cas où les seconds membres 
des équations (ï 4) et (i5) convergent vers zéro pour des valeurs 
croissantes de //, on déduit immédiatement de ces formules les théo- 
rèmes de Taylor et de Maclaurin. 

Si, dans la formule (8), on avait x () — o, elle donnerait simplement 

o*, 

v ’ i n 1.2.3... n 

Celle-ci suppose que les fonctions 

/(O. /'(<)> /"( i), .... /'"“‘'(O, /""(«), 

OE uvres de C. — S. Il, t. IV. * 
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étant continues pour de très petites valeurs numériques de i, s’éva- 
nouissent toutes, à l’exception de la dernière, pour i = o. Dans cette 
hypothèse, les rapports 

/(O . /(O /(/) 

~T’ -T’ 7-T’ 

étant eux-mêmes équivalents à des expressions de la forme 

f'(Bi) f"(8i ) 

t , - , • • • y « ; r > 

I 1.2 I . 2 . 3 . . . ( H — I ) 


s’évanouiront tous avec i. Par conséquent, i et /( i ) représentant deux 
quantités infiniment petites, 

/(O 


sera le premier terme de la progression géométrique 

/( i) /(i) /{i) 


(- 9 ) 


JV), 


qui cesse d’être une quantité infiniment petite, si f w ( ») est la pre- 
mière des quantités 

(20) /(O), /'( O), /"(O), /'(O), ... 

qui cesse d’être nulle. Ajoutons que, dans l’hypothèse admise, 

* 

Z 1 " 1 ( O) _ 

i . a . 3 . . . n 

sera, en vertu de la formule ( 1 8 ), la véritable valeur du rapport 
correspondante à i -■ o. 

Les considérations précédentes nous conduisent naturellement à 
partager les quantités infiniment petites en différentes classes. Con- 
cevons, en effet, que toutes les quantités de cette espèce qui entrent 
dans un calcul soient des fonctions de l’une d’entre elles désignée 
par i, et nommons f ( i) l’une de ces fonctions. Plusieurs termes con- 
sécutifs de la progression (19), comptés à partir du premier terme, 
pourront être infiniment petits; et, suivant que le nombre de ces 
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termes sera i, 2, 3 , . . . , nous dirons que la quantité /(i) est un infini- 
ment petit de première, de seconde, de troisième classe, etc. Cela 

posé, ffi) sera un infiniment petit de la n**™* classe, si est le 

premier terme de la progression (19) qui cesse de s’évanouir avec i. 
Dans la même hypothèse, ffi) deviendra ce qu’on appelle un infini- 
ment petit de l’ ordre n, si, pour des valeurs numériques décroissantes 

f l ‘ \ ^ 

de i, le rapport converge vers une limite finie différente de zéro. 

Ces définitions étant admises, on déduira immédiatement des prin- 
cipes ci-dessus établis les propositions suivantes. 

Théorème I. — Lorsque f fi) est un infiniment petit de n"' mc classe, 
/"»(<)) est le premier terme de la série (20) qui cesse d'être nul. Dans le 
même cas, /fi) sera un infiniment petit de l’ordre n, si fi" (o ) obtient 
une valeur finie différente de zéro. 

Théorème II. — Lorsque, /(i) étant un infiniment petit de classe, 
la fonction f \ x ) et ses dérivées successives, jusqu’à celle de l’ordre n. 
restent continues entre les limites a 4 — - o , x — h , on a , en désignant 
par m un nombre entier inférieur ou égal à n. 


(21 ) 


/{/>) 



f ""{Oh). 


Si, dans cette dernière formule, on remplace h par i, et m par //, on 
retrouvera l’équation ((8), à l’aide de laquelle on peut établir le 
théorème que nous allons énoncer. 

Théorème III. - Soit /(i) une quantité infiniment petite de l’ordre n. 
Celte quantité changera de signe avec 1, si n est un nombre impair, et 
sera constamment affectée du même signe que fi"f o), si n est un nombre 
pair. 

Le théorème III suppose, comme la formule (18), que la fonc- 
tion ffi) et ses dérivées successives, jusqu’à celle de l’ordre «, 
restent continues par rapport à i dans le voisinage de la valeur par- 
ticulière i — o. Si cette condition n’était pas satisfaite, la quantité 
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désignée par f in) (o) pourrait admettre plusieurs valeurs, et, si ces 
valeurs n’étaient pas toutes de meme signe, le théorème dont il s’agit 
cesserait d’exister. C’est ce qui arriverait, par exemple, si l’on pre- 
nait pour f(i) la quantité infiniment petite y't a . Dans cette hypo- 
thèse, la fonction dérivée 


admettrait une solution de continuité correspondante à *-~o, et se 
réduirait tantôt à -f- 1, tantôt à — i, suivant que la valeur de i serait 
positive ou négative. Il est d’ailleurs évident que la quantité y fi' 2 , 
quoique l’on se trouve naturellement porté à la considérer comme 
un infiniment petit du premier ordre, demeure constamment positive 
et nè change pas de signe avec i. La même remarque s’applique à la 
quantité infiniment petite y ï“, que l’on est naturellement conduit à 
regarder comme un infiniment petit du troisième ordre, etc. 

Le théorème I fournit un moyen très simple de reconnaître la classe 
ou l’ordre d’une quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple, on 
conclura de ce théorème que les quantités 

— > y U y i \ si n i 

sont quatre infiniment petits de première classe, le dernier étant seul 
du premier ordre. On s’assurera de la même manière que les quatre 
quantités 

i i . 2 . 

y: ’ l ‘y s ui 2 1 9 1 — cos l 

sont des infiniment petits de seconde classe, les deux derniers étant 
du second ordre; que les trois quantités 

i 2 . 3 

Yjy / — suif 

sont des infiniment petits de troisième classe, les deux derniers étant 
du troisième ordre, et ainsi de suite. 
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Lorsqu’on multiplie un infiniment petit de la n iemK classe ou du 
ordre par une quantité constante ou par une fonction de i qui 
a pour limite une quantité finie différente de zéro, on obtient évi- 
demment pour produit un autre infiniment petit de la même classe 
ou du même ordre que le premier. 

Il est encore facile de prouver que, parmi les quantités infiniment 
petites, celles qui appartiennent aux classes supérieures finissent par 
obtenir constamment les plus petites valeurs numériques. Soient, en 
effet, ©(«), •/_(() deux quantités infiniment petites, la première de la 
n h,ue classe, la seconde de la m Ume , rn étant <fn. La première des deux 

fractions sera la seule qui converge avec i vers la limite 


zéro; et par suite le rapport qu’on obtient en les divisant l’une par 

l’autre, ou la fraction convergera également vers zéro, ce qu’elle 

ne peut faire, sans que sa valeur numérique s’abaisse au-dessous de 
l’unité, ou, en d’autres termes, sans que la valeur numérique du 
numérateur devienne inférieure à celle du dénominateur. 


Enfin on établira facilement la proposition suivante : 


TiikohI'MK IV. — Désignons par i et par f fi ) deux quantités infiniment 
petites. Zéro sera la râleur unique ou l’une des valeurs que recevra le rap- 
port 




ffi) 

fVŸ 


lorsqu’on y fera évanouir la quantité i. 

Démonstration. — Il suffît évidemment de démontrer le théorème IV, 
dans le cas où la fonction dérivée fi fi) s’évanouit en même temps que 

ffi) pour i= o, attendu que la limite du rapport™^-. nulle dans 
toute autre hypothèse, se présente alors seulement sous la forme indé- 
terminée -• Or on y parviendra sans peine à l’aide de la formule (18), 
du moins lorsque les deux fonctions ffi), fi fi) seront continues par 



254 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL. 

rapport à i , dans le voisinage de la valeur particulière i — o. En effet, 
si cette condition est remplie, on tirera de la formule (18), en posant 
n — i, 

( 2 3) = 

et l’on aura, en conséquence, 


0 désignant toujours un nombre inférieur à l’unité. Concevons main- 
tenant que, dans la formule (24). on fasse décroître indéfiniment la 
valeur numérique de i, /'(o) étant nul par hypothèse, et 0 i dési- 
gnant une quantité comprise entre zéro et /, /(O/) convergera plus 
rapidement que /'(i) vers la limite zéro, d’où il résulte que la frac- 


tion ■ • ■-7 ,— ■ obtiendra une multitude de valeurs numériques infé- 

/ \i) 1 

f'( 9 i ) 

rieures à l’unité, et le produit une multitude de valeurs sen- 


siblement milles. Donc la limite ou Tune (les limites vers lesquelles 
convergeront ce même produit et le rapport qu’il représente sera 
égale à zéro. 


Scolie L — Le théorème IV peut être aisément vérifié à l’égard des 
fonctions 


siru, 


cos e 


(ir 


r sin 

1 


11 subsiste dans le cas même où la fonction f(i) ne reste réelle et infi- 
niment petite qu’autant que Ton attribue à la variable i des valeurs 
affectées d’un certain signe, comme il arrive, par exemple, quand on 
prend pour /(/') l’une des fonctions 

-I - ( 1 )* 

L, \i, e e 4 , 


qui cessent d’être réelles ou infiniment petites, dès que l’on donne 
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a i des valeurs négatives. Enfin ce théorème peut subsister, quoique 
la fonction /'(*’) devienne discontinue pour i — o. Ainsi, en suppo- 
sant 

(25) /(t)-tsinÿ, 

on trouvera que la fonction 

( 26 ) /’( i ) r- si n 4 -- -t cos ! 

I l l 

devient indéterminée, par conséquent discontinue, pour* — o; et, si 
l’on fait alors converger i vers la limite zéro, la valeur du rapport (22) 
tirée des équations ( 25 ) et (26), savoir 


I — v COI “• 
t l 

admettra un nombre infini de limites dont l’une sera égale à zéro. 

Scolie II. — Supposons que, la fonction f ( i ) et ses dérivées suc- 
cessives, jusqu’à celle de l’ordre de n 1 , étant continues par rap- 
port à i, dans le voisinage de la valeur particulière i o, les n quan- 
tités 

(28) /( o), /'(o), /"( o), ..., (o) 

s’évanouissent; et concevons que la valeur numérique de 1 vienne à 
décroître indéfiniment. Zéro sera la limite ou l’une des limites vers 
lesquelles convergeront chacun des rapports 

f(i) fd) f"(i) 

,,,9) .7 v ) ’ rA 'An' */' ttï UY 

et, par conséquent, leur produit ou le rapport 


< 3 o) 


_/(*)_ 

/'"'(<) 
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On peut en dire autant des expressions 


( 3 1 ) 


f’JJ) 

/ <n, (0’ 


/"(O / { — *>(»•) 

/,«)(*)’ yvo ( /) 


que l’on obtient en multipliant les uns par les autres quelques-uns 
des rapports dont il s’agit. 
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FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. 


On prouve facilement que, dans le cas oit la fraction 

<o /<*> 

/«»-> 

s’évanouit pour h = o, on a 

(?.) S (h) — 4 ,?<»>( 0 / j ), 

0 désignant un nombre inconnu, mais inférieur à l’unité. Or l'équa- 
tion ( 2 ), à l’aide de laquelle on peut établir directement la théorie 
des maxima ou minima et fixer les valeurs des fractions qui se pré- 
sentent sous la forme -y conduit aussi très simplement à la série do 

Taylor et à la détermination du reste qui doit compléter cette série. 
En effet, on tirera successivement de l’équation ( 2 ) : 
i u En posant s (h) — f{x + h) — f(x) et n — i, 

( 3 ) /{JC + h)—f{x) - j/'(x Oh); 

puis, en posant /'(. r h) — /'(a-) -4-11,, 

/(* ■+■ /' )-/(•*) --/'{*) 

U, = /, ^ 

2 " En posant i(h) — f(x -4- h) --/(ce) - h f\x) et n = 2 , 

(4) J\X + h) -J\.T) - h f\x) = -+- fi/O; 


OEttvres de C. — S. U, t, IV. 


33 
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puis, en posant f\x -+- ÔA) = f"(x) 4 - H a , 

f{x + h)—f{x) — hf'(x) — A-/"(x) 

1 Tl 1 • 


3° En posant ?(A) = f(x 4- A) — f(x) — A f'(x) — -A /"(#) 
et n = 3, 

(5) f(x 4- h)-f{x) - hf'(x) - — /"(x) = + Oh); 

puis, en posant /'"(# 4- OA) = /"'(x) 4 - H,, 


;H,= 


f(x 4- h) —f(x) — hf'(x) — JL-f'(x) 


A 3 

TaT3 


/'(*) 


i.a.3 11 /l» 

En continuant de la même manière-, et observant que les quantité; 


U ” r.2 Hî ’ 77773 Hl 


s’évanouissent toutes avec A, on établira généralement l’équation 


f{x 4 -h)—f{x) — hf(x)— ~/’(x) 


( 6 ) 


ou 


A"~ 


i . 2 . 3 . . . ( n — j ) 


( /(x 4- A) =/(*) 4- j/'(x) 4- A-/"(x)+.. . 




A" 


I . 2 . . . « 


/<"!(./• 4- &A> 


(7) < 


//"- 


A" 


7 7 H /<">(.*■ -4 6A) 

i . 2 . 3 . . . ( n — i ) J ' i . 2 . . . « J ’ 


Si l’on y remplace x par o, et A par x , on trouvera 


(») 


/(x) — /(o) 4- y/'(o) 4- — /"(O) 4-. • • 


4 - 


. 2 . 3 . . . ( n — î ) 




i.2.3 . . . n 
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Il suit de la formule (7) que la fonction f{x + h) peut être consi- 
dérée comme composée d’une fonction entière de A, savoir 

( 9 ) /(*) + */'(*) + "/"(*) +• • •+ 7 .v : 3 A f.(« - 1) /( ' i ~ ll( ' r) ’ 

et d’un reste, savoir 

<■») rrr 

Lorsque ce reste devient infiniment petit pour des valeurs infiniment 
grandes du nombre n, on peut affirmer que la série 

(*') f{*), h f '{*■), | / ; 2 /"( x )- ••• 

est convergente, et qu’elle a pour somme J (x -t- h). Donc alors on 
peut écrire l’équation 

(<’■) /( r + h)=/(x) + */'(*) + -H. . ., 

qui est précisément la formule de Taylor. De même, si le reste 

<' 3 > jxsrzrw 

devient infiniment petit pour des valeurs infinies de ri, l’équation (8) 
entraînera la suivante 

04 ) /(*)=/( O) +y/'(o) + -;^ />) + ..., ■ 

qui est précisément la formule de Maclaurin. 

Il est souvent utile de substituer aux expressions (10) et (i 3 ) 
d’autres expressions équivalentes. On peut y parvenir comme il suit. 

Désignons par 9(2) ce que devient le premier membre de l’équa- 
tion (G) quand on y remplace h par h — z et a; par x-h z, ou, en 
d’autres termes, le reste qu’on obtient quand on développe /(x -4- h) 
suivant les puissances ascendantes et entières de h — z, et que l’on 
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s’arrête à la puissance du degré n — i; en sorte qu’on ait 


(i5) 


f(x+-h)—f{x + z)+ - 
(A-S)'- 


f\æ + •»)•+■••• 


; . 2 . 3 . . . ( n — î ) 


+ -)•+■ <p(s). 


ç(o) représentera la valeur commune de chacun des membres de 
l’équation (G). De plus, en différentiant par rapport à s la for- 
mule (i 5 ), on trouvera 


06) 


?'(-): 


(h -s )"-' 
i . a . 3 . . . ( n — 


0 




et l’on en conclura 




( 1 7 ) 


o(/i) — <?(o) 
' h 


(// — Oh) n - 


..{n — 1 ) 


/<"-*) (x -+- Oh) 


ou, parce que o (// ) se réduit évidemment à zéro, 

(, S) 0 ( 0 ) = /*/(»>(* + Oh). 

La valeur précédente de 9(0) n’est autre chose que le reste de la 
série de Taylor présenté sous une nouvelle forme. Si, dans ce reste, 
on remplace x par o, et h par x , on obtiendra le reste de la série de 
Maclaurin sous la (orme suivante : 

( ,V — 0 .T V 1 ~ 1 

( K) ) a> — - .r- - - 7 f' n \Oæ). 

1 .i.S. . .{n — i) J v 

11 sulïil, dans plusieurs cas, de substituer ce dernier produit à l’ex- 
pression (i 3 ) pour établir la formule (i 4 ). Supposons, par exemple, 

(30) /(^) = (l4-7C)^, 

p. désignant une constante réelle. Les expressions (i 3 ) et (19) devien- 
dront respectivement 


(21 ) 


— O • • • ( f*_ ~ « -h O 


æ u (1 Oæ)\ h n 


1 . 2 . 3 . . . n 



Et DE MACLAURIN. 


261 


et 

(«) 


0 - • - ( fx — g -h 0 
i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 


x n ( i — O )" -1 (i -t~Oæ)V—" , 


Cela posé, on prouvera facilement, i° a l'aide de l'expression (ai), 
que l'équation 


(a3) 


, ... U U(UL--I) 

( i X =r: i -+- y æ — -y- - — ,r 2 - 


subsiste quand la valeur numérique du rapport 


( 24 ) 


œ 

i _|_ fj j[ 


est inférieure a runité; 2° a l’aide de l’expression (22), que réqua- 
tion ( 23 ) subsiste quand le produit 


est compris entre les limites — i et r. Par suite, il suffira d’employer 
l’expression (21) pour établir la formule ( 23 ) entre les limites æ = <>, 
.r ~ t. Mais il faudra revenir a l’expression (22), si l’on veut étendra* 
la même formule a toutes les valeurs de æ comprises entre les limites 
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AVERTISSEMENT. 


L’édition, qui a paru en i8a3, du Résumé des Leçons sur le Calcul infinitésimal, 
se trouvant épuisée , je me suis décidé à la remplacer par deux ouvrages séparés, 
l’un sur le calcul différentiel, l’autre sur le calcul intégral. Je publie aujourd’hui 
le premier, qui a pour objet le calcul différentiel. Les méthodes que j’ai suivies 
diffèrent à plusieurs égards de celles qui sont exposées dans les ouvrages du 
même genre. Mon but principal a été de concilier la rigueur, dont je m’étais fait 
une loi dans mon Cours d’analyse, avec la simplicité que produit la considé- 
ration directe des quantités infiniment petites. Pour cette raison, j’ai cru devoir 
rejeter les développements des fonctions en séries infinies , toutes les fois que les 
séries obtenues ne sont pas convergentes. Il en résulte, par exemple, que la 
formule de Taylor ne peut plus être admise comme générale , qu’autant qu’elle 
est réduite à un nombre fini de termes f et complétée par un reste. Je n’ignore 
pas qu’en faisant d’abord abstraction de ce reste, l’illustre auteur de la Méca- 
nique analytique a pris la formule dont il s’agit pour base de sa théorie des fonc- 
tions dérivées . Mais, malgré tout le respect que commande une si grande autorité, 
la plupart des géomètres s’accordent maintenant à reconnaître l’inceTtitude des 
résultats auxquels on peut être conduit par l’emploi de séries divergentes. Il y 
a plus : le théorème de Taylor semble, dans certains cas, fournir le dévelop- 
pement d’une fonction en série convergente, quoique la somme de la série dif- 
fère essentiellement de la fonction proposée (voyea la fin de la dixième Leçon). 
D’ailleurs ceux qui liront mon ouvrage se convaincront, je l’espère, que les 
principes du calcul différentiel et ses applications les plus .importantes peuvent 
être facilement exposés sans l’intervention des séries. 


AVERTISSEMENT. 


On trouvera , dans la quatorzième Leçon et dans la Note qui termine ce vo- 
lume, des considérations nouvelles sur la possibilité de résoudre des équations 
algébriques ou transcendantes , .et sur la détermination approximative de leurs 
racines soit réelles , soit imaginaires. 

Au reste , en composant cet ouvrage , j’ai mis à profit les travaux entrepris sur 
le même sujet par les géomètres , et publiés dans divers écrits ou mémoires , par- 
ticulièrement dans la Théorie des Fonctions de Lagrange, dans le Calcul diffé- 
rentiel d’Euler, dans celui de M. Lacroix, dans un article de M. Poinsot, qui fait 
partie de la Correspondance sur l’ Ecole Polytechnique (parM. Hachette), enfin 
dans les Leçons et dans un Mémoire de M. Ampère (voy. le i 3.' cahier du journal 
de cette écoleV 
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PRÉLIMINAIRES. 


DES VARIABLES, DE LEURS LIMITES ET DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES. DES FONCTIONS 
CONTINUES ET DISCONTINUES, EXPLICITES OU IMPLICITES, SIMPLES OU COMPOSÉES, ETC. 
DES SÉRIES CONVERGENTES OU DIVERGENTES. 


Avant d’exposer les principes du Calcul différentiel, il est néces- 
saire d’établir quelques notions préliminaires. Tel est l’objet dont 
nous allons d’abord nous occuper. 

On nomme quantité variable celle que l’on considère comme devant 
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des 
autres. On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui 
reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successi- 
vement attribuées à une même variable s’approchent indéfiniment 
d’une valeur fixe, de manière à finir par en différer aussi peu que 
l’on voudra, cette dernière est appelée la limite de toutes les autres. 
Ainsi, par exemple, la surface du cercle est la limite vers laquelle 
convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandis que 
le nombre de leurs côtés croît de plus en plus; et le rayon vecteur, 
mené du centre d’une hyperbole à un point de la courbe qui s’éloigne 
de plus en plus de ce centre, forme avec l’axe des ce un angle qui a 
pour limite l’angle formé par l’asymptote avec le même axe, etc. Nous 
indiquerons la limite vers laquelle converge une variable donnée par 
l’abréviation lim placée devant cette variable. 
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Souvent les limites vers lesquelles convergent des expressions 
variables se présentent sous une forme indéterminée, et néanmoins 
on peut encore fixer, à l’aide de méthodes particulières, les véri- 
tables valeurs de ces mêmes limites. Ainsi, par exemple, les limites 
dont s’approchent indéfiniment les deux expressions variables 

sina 

, (i -+- a) , 

CL 

tandis que a converge vers zéro, se présentent sous les formes indé- 
terminées î*"; et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes 
que l’on peut calculer comme il suit . 

On a évidemment, pour de très petites valeurs numériques de a, 

sina sina sina 

> > . 

sina a " tanga 

Par conséquent le rapport toujours compris entre les quantités 

sina sina 

— — = i et - ™cosa, 

sma tanga 

dont la première sert de limite à la second*!, aura lui-même l’unité 
pour limite. 

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge l’expres- 

I 

sion (i + a ) a , tandis que a s’approche indéfiniment de zéro. Si l'on 
suppose d’abord la quantité a positive et de la forme m dési- 
gnant un nombre entier variable et susceptible d’un accroissement 
indéfini, on aura 



Comme, dans le second membre de cette dernière formule, les termes 
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qui renferment la quantité m sont tous positifs et croissent en valeurs 
et en nombre en même temps que cette quantité, il est clair que l’ex- 
pression + croîtra elle-même avec le nombre entier m, en 
demeurant toujours comprise entre les deux sommes 



et 

i i i i 

i — ~f- -j- -j- . . . z_ i H- i -f- I 3 : 

1 2 2.2 2 . 2.2 


donc elle s’approchera indéfiniment, pour des valeurs croissantes 
de m, d’une certaine limite comprise entre 2 et 3 . Cette limite est 
un nombre qui joue un grand rôle dans le Calcul infinitésimal, et 
qu’on est convenu de désigner par la lettre e. Si l’on prend 


m 10000, 


on trouvera pour valeur approchée de e, en faisant usage des Tables 
de logarithmes décimaux. 


( IOOOI \ 10000 

V 1 0000 J 



Cette valeur approchée est exacte à , T près, ainsi que nous le ver- 
rons plus tard. 

Supposons maintenant que a, toujours positif, 11e soit plus de la 
forme Désignons, dans cette hypothèse, par m et H = m+ 1 les 

deux nombres entiers immédiatement inférieur et supérieur à en 
sorte qu’on ait 

1 

- z-, m -f- [jl : n v, 

a 


a et v étant des nombres compris entre zéro et l’unité. I/expres- 

1 

sion (1 -h a)“ sera évidemment renfermée entre les deux suivantes 



et, comme, pour des valeurs de a décroissaptes à l’infini ou, ce qui 
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revient au même, pour des valeurs croissantes de m et de n, les deux 
quantités ^ convergent l’une et l’autre vers la 


limite e, tandis que i -t- i — y s’approchent indéfiniment de 
la limite i, il en résulte que chacune des expressions 



et par suite l’expression intermédiaire (i-+-a)“, convergeront encore 
vers la limite e. 

Supposons enfin que a devienne une quanlité négative. Si l’on fait, 
dans- cette hypothèse, 

I 

I -h OL T ï 

« -+* £ 


(i sera une quantité positive, qui convergera elle-même vers zéro, et 
l’on trouvera 


i 1 

(J - 4 - a)*::- (l -h ( 3 ) P 



puis, en passant aux limites, 

(i ) lim( i +■ a) a e. 


Les logarithmes, pris dans le système dont la hase est e, s'appellent 
logarithmes népériens ou hyperboliques. Nous les désignerons par la 
lettre 1, tandis que nous emploierons la lettre L pour indiquer les 
logarithmes pris dans un autre système dont la base serait un nombre 
quelconque représenté par A. Cola posé, on aura évidemment 


( 2 ) 


le — i , 

Le I e j 

LA IA ~ Fa’ 


et, de plus, on tirera de la formule (i) 

( 3 ) 

( 4 ) 


I ( i -ha) 

lim - — ~ j , 

OL 


L( i -t- a) 

Iim - : Le. 

a 
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Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable, 
étant supposées très petites, décroissent indéfiniment de manière à 
s’abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette variable devient 
ce qu’on nomme un infiniment petit ou une quantité infiniment petite. 
Une variable de cette espèce a zéro pour limite. Telle est la variable œ 
dans les calculs qui précèdent. 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable, 
croissent de plus en plus de manière à s’élever au-dessus de tout 
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite l’infini positif 
indiqué par le signe oc, s’il s’agit d’une variable positive; et l’infini 
négatif indiqué par la notation — oc, s’il s’agit d’une variable néga- 
tive. Tel est le nombre variable m que nous avons employé ci-dessus. 

Si le rapport de deux quantités infiniment petites converge vers 
une limite donnée, tandis que chacune d’elles s’approche de zéro, la 
limite en question sera ce qu’on appelle la dernière raison de ces 
quantités infiniment petites. Ainsi, par exemple, a étant infiniment, 
petit, l’unité sera la dernière raison de sina et de a; Le la dernière 
raison de L(i -f- a) et de a, etc. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, 
que, la valeur de l’une d’elles étant donnée, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on conçoit d’ordinaire ces diverses 
quantités exprimées au moyen de l’une d’entre elles, qui prend alors 
le nom de variable indépendante; et les autres quantités, exprimées 
au moyen de la variable indépendante, sont ce qu’on appelle des 
Jonctions de cette variable. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, 
que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse ni con- 
clure celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités 
exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 
le nom de mriables indépendantes ; et les quantités restantes, expri- 
mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces mêmes variables. Les diverses expressions que 
fournissent l’Algèbre et la Trigonométrie, lorsqu’elles renferment des 

35 
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variables considérées comme indépendantes, sont autant de fonctions 
de ces variables. Ainsi, par exemple, 

Lx f sin.r, 

sont des fonctions de la variable x ; 

x -h y y x?, xyz, ... 

des fonctions des variables x et y ou x 9 y et z, 

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent, 
connue dans les exemples précédents, immédiatement exprimées au 
moyen de ces variables, elles sont nommées fonctions explicites. Mais 
lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonctions et les 
variables, c’est-à-dire les équations auxquelles ces quantités doivent 
satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues algébrique- 
ment, les fonctions n’étant pas exprimées immédiatement au moyen 
des variables sont appelées fonctions implicites . Pour les rendre expli- 
cites, il sullit de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les 
déterminent. Par exemple, y étant une fonction implicite de x déter- 
minée par l’équation 

I,/ - : Xy 

si l’on nomme A la base du système de logarithmes que l’on consi- 
dère, la même fonction, devenue explicite par la résolution de l’équa- 
tion donnée, sera 

v ~ A*. 

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une variable x ou 
de plusieurs variables .r, y, c-, . . . , sans déterminer la nature de celle 
fonction, on emploie l’une des notations 

f(x)y F ( x ) , 9(.r), y\x), sr(.r), 

j\Xy Vy Zy . . .), F ( X , V , S, . O { Xy Y y Z, . . .), 

Parmi les fonctions d’une seule variable. y, il est utile de distinguer 
les fonctions que l’on nomme simples , et que l’on considère comme 
résultant d’une seule opération effectuée sur cette variable, d’avec les 
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(onctions que l'on regarde comme les résultats de plusieurs opéra- 
tions et que l’on rromme composées. Les fonctions simples que pro- 
duisent les opérations de l’Algèbre et de laTrigonométrie | voir Y Ana- 
lyse algébrique, Chapitre I (')] peuvent être réduites aux suivantes 

a T 

a -f- .r, a — æ, a j ' , - » æ a , A ,r , L.r, 

siriaT, cos.r, arcsin.r, arccos.r, 

A désignant un nombre constant, a — ± A une quantité constante, el 
la lettre L indiquant un logarithme pris dans le système dont la base 
est A. 

Il (‘st encore essentiel d’observer que, conformément aux conven- 
lions établies dans l 'Analyse algébrique, nous faisons usage de Tune 
des notations 

arcsin./’, nrccosjr, aretang./’, are col .r, aresécr, are coséc r, 

pour représenter, non pas un quelconque des arcs dont une certaine 
ligne trigonométrique est égale à r, mais celui d’entre eux qui a la 
plus petite valeur numérique ou, si ces arcs sont deux à deux égaux 
et de signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive; on 
conséquence, arcsimr, arc cota*, arc eoséc.r seront des arcs compris 

entre les limites — > ^ H- et arccos.r, arcséca; des arcs compris 
entre les limites o et t:. 

\a's fo/ntions de fonctions sont des fonctions composées qui résultent 
de plusieurs opérations successives, la première opération étant elTee- 
tuée sur la variable, et chacune des autres sur le résultat de l’opéra- 
tion précédente. Ainsi, par exemple, 

Isin .r, 1 cos a* 

sont des fonctions de fonctions dont chacune résulte de deux opéra- 
tions successives. 

Les fonctions composées se distinguent les unes des autres par la 


( 1 ) OE livres de Cauchy , S. II. T. II L 
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nature des opérations qui les produisent. Il semble que l’on devrait 
nommer fonctions algébriques toutes celles que fournissent les opéra- 
tions de l’Algèbre; mais on a réservé particulièrement ce n’om à celles 
que l’on forme en n’emplovant que les premières opérations algé- 
briques, savoir l’addition et la soustraction, la multiplication et la 
division, enfin l’élévation à des puissances fixes; et, dès qu’une fonc- 
tion renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle prend 
le nom d a fonction exponentielle ou logarithmique. 

Les fonctions que l’on nomme algébriques se divisent en fonctions 
rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve élevée qu’à des puis- 
sances entières. On appelle en particulier fonction entière tout poly- 
nôme qui ne renferme que des puissances entières de la variable, par 
exemple 

a -f- b x -4- c X“ -t- * * * , 

fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polynômes. Le degré d’une fonction entière de x est l’ex- 
posant de la plus haute puissance de x dans cette mémo fonction. La 
fonction entière du premier degré, savoir 

a ■+- bx, 

s’appelle aussi fonction linéaire, parce que, dans l’application à la 
Géométrie, on s’en sert pour représenter l’ordonnée d’une ligne 
droite. Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même 
rationnelle, et toute autre espèce de fonction algébrique est irration- 
nelle. 

Les fonctions que produisent les opérations de la Trigonométrie 
sont désignées sous le nom de fonctions t ri go nome triques ou circulaires. 

Les divers noms que l’on vient d’attribuer aux fonctions compo- 
sées d’une seule variable s’appliquent également aux fonctions de 
plusieurs variables, lorsque ces dernières fonctions jouissent, par 
rapport à chacune des variables qu’elles renferment, des propriétés 
que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poiy- 
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nôme qui ne contiendra que des puissances entières des variables a?, 
y, s, ... sera une fonction entière de ces variables. On appelle degré 
de cette fonction entière la somme des exposants des variables dans le 
terme où cette somme est la plus grande. Une fonction entière du 
premier degré, telle que 

a 4- b x H- cy -+- . . . , 

prend le nom de fonction linéaire. 

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caractéristique A pour indi- 
quer les accroissements simultanés de deux variables qui dépendent 
l’une de l’autre. Cela posé, si la variable y est exprimée en fonction 
de la variable x par l’équation 

(5) * = /(*), 

A y, ou l’accroissement de y correspondant à l’accroissement \x de la 
variable x, sera déterminé par la formule 

(6) y + \y = f{x + Ix). 

Plus généralement, si l’on suppose 

(?) *'(•*» ,r) = o* 

on aura 

(8) F(x+ Ax, y + \y) =o. 

Il est bon d’observer que des équations (5) et (G) réunies on conclut 

(9) Aj — f(æ -t- A.r) — /O). 

Soient maintenant h et i deux quantités distinctes, la première 
finie, la seconde infiniment petite, et a — ~ le rapport infiniment 
petit de ces deux quantités. Si l’on attribue à &x la valeur finie h, la 
valeur de Ay, donnée par l’équation ( 9 ), deviendra ce qu’on appelle 
la différence finie de la fonction J'(x), et sera ordinairement une 
quantité finie. Si, au contraire, l’on attribue à Ao- une valeur infini- 
ment petite, si l’on fait, par exemple, 
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la valeur de Av, savoir 

f(x+i)—f(.r) ou /(i + a/i)-/(x), 

sera ordinairement une quantité infiniment petite. C’est ce que l’on 
vérifiera aisément à l’égard des fonctions 

A x , sin-sr, cos.e, 


auxquelles correspondent les différences 


A* f — A* = ( A' — i ) A x , 
sin(.r-t-/) — sin.rr 

cos(x i) — cos.r = — 2 si u ^ sin Çv -s , 


2 sin - cos | -i — ) , 

2 


dont chacune renferme un facteur A' — i, ou sin qui converge indé- 
finiment avec / vers la limite zéro. 

Lorsque, la fonction /(.r) admettant une valeur unique et finie 
pour toutes les valeurs de x comprises entre deux limites données, la 
différence 

/(• r ■+•/) — ./’(•*') 


est toujours entre ces limites une quantité infiniment petite, on dit 
que f ( x ) est Jonc, lion continue de la variable x entre les limites dont 
il s’agit. 

On dit encofe que la fonction /(x) est, dans le voisinage d’une 
valeur particulière attribuée à la variable x, fonction continue de 
celte variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites, 
même très rapprochées, qui renferment la valeur en question. 

Enfin, lorsqu’une fonction cesse d’être continue dans le voisinage 
d’une valeur particulière de la variable .r, on dit qu’elle devient alors 
discontinue, et. qu’il y a pour cette valeur particulière solution de con- 
tinuité. Ainsi, par exemple, il y a solution de continuité dans la fonc- 
tion pour x — o; dans la fonction tanga;, pour x = ± ~ — , 

k étant un nombre entier quelconque, etc. 
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D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles 
limites une fonction donnée de la variable x est continue par rapport 
à cette variable. (Voir, pour de plus amples développements, le Cha- 
pitre Il de Y Analyse algébrique . ) 

Concevons à présent que l’on construise la courbe qui a pour équa- 
tion en coordonnées rectangulaires y = f(œ). Si la fonction f(x) est 
continue entre les limites x = x 0 , x = X, à chaque abscisse x com- 
prise entre ces limites correspondra une seule ordonnée; et, de plus, 
x venant à croître d’une quantité infiniment petite Ax, y croîtra d’une 
quantité infiniment petite Av. Par suite, à deux abscisses très rappro- 
chées x , x -h Ax, correspondront deux points très rapprochés l’un de 
l’autre, puisque leur distance \'Ax 2 A y ' 2 sera elle-même une quan- 
tité infiniment petite. Ces conditions ne peuvent être satisfaites 
qu’autant que les différents points forment une ligne continue entre 
les limites x = x 0 , x = X. 

La remarque que nous venons de faire peut, être aisément vérifiée 
sur les courbes représentées par les équations 

y — •/*"S y * y vr > y = 1 ^ » .y ~ sin •*% 

dans lesquelles A désigne une constante positive, et m un nombre 
i* n ( i r r. 

On appelle série une suite indéfinie de quantités 
(io) u o, //,, u t% tt :i , 

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan- 
tités elles-mêmes sont les différents termes de la série que l’on consi- 
dère. Soit 

s,i — -4- Ui -v h* -h . . . h- u n - 1 


la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s n 
s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite 
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convergente, et la limite en question s’appellera la somme de la série 
Au contraire, si, tandis que n croît indéfiniment, la somme s n ne s’ap- 
proche d’aucune limite fixe, la série sera divergente, et n’aura plus de 
somme. Dans l’un et l’autre cas, le terme qui correspond à l’indice n, 
savoir u„, sera ce qu’on nomme le terme général. 11 suffît que l’on 
donne ce terme général en fonction de l’indice n, pour que la série 
soit complètement déterminée. 

Il existe des règles générales à l’aide desquelles on peut recon- 
naître si une série donnée est convergente ou divergente. Ainsi, par 
exemple, on parvient sans peine à faire voir que la série (io) est con- 
vergente, lorsque, pour des valeurs croissantes du nombre entier n, 
le rapport 


eonvérge vers une limite inférieure à l’unité. ( Voir Y Analyse algé- 
brique, Chap. VI.) 

Une série digne de remarque est celle qu’on obtient, lorsque, dans 
le développement de l’expression 

^ ; H- + -JLV,- 

V ./• ; i i . 2 \ m ) 1.2.6 \ ni ' \ m J 

on fait converger le nombre entier m vers la limite x. Cette série, 
dont les différents termes sont respectivement 


0 ») 


.r r ■ 

— > — j 

ï 1.2 


. 2 . 3 ’ 


.r" 

i . 2 . 3 . . . n ’ 


reste convergente, quelle que soit la valeur de x % attendu que le rap- 
port entre les deux termes 


i . 2 . 3 . . . n { n -h i ) \ . 2 . 3 ... n 

savoir — décroît sans cesse pour des valeurs croissantes de n. 
Quant à la somme de la même série, on l’obtiendra facilement en 
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posant — = a. En effet, on trouvera, dans cette hypothèse, 



.r 

= (> + «)*; 


puis on conclura, en faisant converger le nombre m vers la limite oo 
et ayant égard h la formule (i). 


On aura donc 

(12) 



Si, dans cette dernière équation, l’on prend x— 1, on en tirera 


' (. 3 ) 


C . — _ I -+~ I -+* 

I . 2 



I . 2 . 3 . 4 


! . 2 . 3 . 4 • 5 


+ . . . 


ou, ce qui revient au même, 

e 2 + o ,5 + o, 166666 ... + o j o 4 1 666 ... -+■ o , oo 833 . . . 

+- 0 , 001 38 ...-+- O , OOOIC) ... +- 0, 00002 ... - 4 - 2 , 7 1 82 ... . 

En poussant plus loin l’approximation, on trouverait 

(i 4 ) e ” 2,7182.818284. .. . 

Telle est la valeur du nombre e, calculée avec dix décimales. 

Nous terminerons ces Préliminaires en expliquant ce qu’on doit 
entendre par des quantités infiniment petites de divers ordres. 

Désignons par a un nombre constant, rationnel ou irrationnel; 
par i une quantité infiniment petite, et par r un nombre variable. 
Dans le système de quantités infiniment petites dont i sera la base, 
une fonction de i représentée par f(i) sera un infiniment petit de 
l 'ordre a , si la limite du rapport 


est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a , et intini<‘ 
pour toutes les valeurs de r plus grandes que a . 

OEuvres de C. — S. II, t. IV. 
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Cette définition admise, si l’on désigne par n le nombre entier ou 
immédiatement supérieur à l’ordre a de la quantité infiniment petite 
/(?•), le rapport 


sera le premier terme de la progression géométrique 

/(O /(O /(O 


( 1 7 ) 


/(O. 


qui cessera d’être une quantité infiniment petite. 
Quant au rapport 


(.8) 


/(O 


que l’on déduit de l’expression (i5) en posant r — a, il peut avoir 
une limite finie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 

. . <" <■' . ... 

Ï'C 1 , , > l n € l \l 

I l 


son! trois quantités infiniment petites de l’ordre a , (‘I les quotients 
qu’on obtient en les divisant par savoir 

£?' 

ont pour limites respectives 

i 

I, O Cl 

O 

Cela posé, on établira sans peine les propriétés des quantités infini- 
ment petites, et on particulier les différents théorèmes que nous 
allons énoncer. 

Théorème J. -- Si, dans un système quelconque , Von considère deux 
quantités infiniment petites d’ ordres différents , pendant que ces deux 
quantités s approcheront indéfiniment de zéro , celle qui sera d un ordre 
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nias élevé finira par obtenir constamment la plus petite valeur numé- 
rique. 

Démonstration. — Concevons que, dans le système dont la base 
est i, Ton désigne par I ==/(«) et par J = F (i) deux quantités infi- 
niment petites, la première de l’ordre a , la seconde de l’ordre b; et 
supposons a<^b. Si l’on attribue au nombre variable r une valeur 
comprise entre a et b y les deux rapports 

I J 

i r * i r 

auront pour limites respectives, le premier le second, zéro; et par 
suite, le quotient de ces rapports, ou la fraction 

J 

r 

aura une limite nulle. Donc la valeur numérique du numérateur .1 
décroîtra beaucoup plus rapidement que celle du dénominateur 1, et 
cette dernière finira par devenir constamment supérieure à l'autre. 

Théorème # II. — Soient a , b , les nombres qui indiquent \ dans un 

système déterminé , les ordres de plusieurs quantités infiniment petites , et 
a le plus petit de ces nombres. La somme des quantités dont il s’agit sera 
un infiniment petit de l'ordre a. 

Démonstration. — Soit toujours i la base du système adopté. Soient 
de plus 1, J, ... les quantités données, la première de l’ordre a y la 

seconde de l’ordre b , Le rapport de la somme I -h J -f- . . . à la 

quantité I, savoir 

.) 

aura pour limite l’unité, attendu que les termes j> ••• auront des 
limites nulles. Par suite, le produit 

\ 1 _ 1 + 

/ i r — i r 


J 

1 
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aura la même limite que le rapport 

I 

r 

et, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant 
qu’on suppose r< a ou r> a, on pourra en dire autant du rapport 

I -h J -t- . . . 

{ v 

Donc I -+- J •+• . . . sera une quantité infiniment petite de l'ordre a . 

Corollaire. — Les raisonnements par lesquels nous venons d’établir 
le théorème I montrent évidemment que, pour de très petites valeurs 
numériques de la base i\ la somme de plusieurs quantités infiniment 
petites, rangées de manière que leurs ordres forment une suite crois- 
sante, est positive ou négative, suivant que son premier terme est 
lui-même positif ou négatif. 

Théorème III. — Dans un système quelconque, le produit de deux 
quantités infiniment petites dont les ordres sont désignés par a et par b 
est une autre quantité infiniment petite de l’ordre a -+- b. 

Démonstration. — Soient toujours i la base du système que l’on 
considère, et I, J les quantités données, la première de l’ordre a, la 
seconde de l’ordre b. Les rapports 

1 .1 

i r> i s 

auront des limites nulles, toutes les fois que l’on supposera /•< a, 
s <C b-, des limites infinies, toutes les fois que l’on supposera r>«, 
.«> b, et l’on pourra en dire autant du produit 

4 

J J JJ 

i r i s i r+s 

Il en résulte évidemment que le rapport 


IJ 

{r+s 



PRÉLIMINAIRES. 


285 


aura une limite nulle pour r -+- s < a -t- b, et une limite infinie pour 
r -+- s > a -t- b. Donc le produit IJ sera une quantité infiniment petite 
de l’ordre a -t- b. 

Nota. — Si l’un des facteurs se réduisait à une quantité finie, le 
produit serait évidemment du même ordre que l’autre facteur. 

Corollaire. — Dans un système quelconque, le produit de plusieurs 
quantités infiniment petites dont les ordres sont désignés par a , b , 
c, ... est une autre quantité infiniment petite de l’ordre a + b -h c -+-.... 

Théorème IV. — Si trois quantités infiniment petites sont telles que, la 
nremière étant prise pour base, la seconde soit de l’ordre a, et que, la 
seconde étant prise pour base, la troisième soit de l' ordre b, celle-ci, dans 
le système qui a pour base la première, sera d’un ordre équivalent au 
produit al). 

Démonstration. — Soient i, I et J les trois quantités données, en 
sorte que les deux rapports 

I .1 

/'•’ l'- 

aient des limites milles quand on suppose à la fois r<a, s << b, et 
des limites infinies quand on suppose à la fois r>a, s^>b, il est 
clair que le produit 

IV I — r 

i r ) I _ t" 

aura une limite nulle pour rs<^ab, une limite infinie pour rs^>ab; 
et par suite que, si l’on prend i pour hase, J sera une quantité infi- 
niment petite de l’ordre ah. 

Corollaire 1. — Le rapport entre les ordres de deux quantités infini- 
ment petites J et I reste le même, quelle que soit la base du système 
que l’on adopte, et ce rapport est équivalent au nombre b, qui indique 
l’ordre de la première quantité, quand on prend pour base la seconde. 
Donc, si, après avoir déterminé pour une certaine base les ordres de 
plusieurs quantités infiniment petites, on vient à changer de base, les 
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nombres qui indiquent ces divers ordres croîtront ou décroîtront tous 
à la fois dans un rapport donné. 

Corollaire IL — Si Ton suppose, dans le théorème IV, que la quan-’ 
ti té J se réduise à la quantité i , on aura évidemment 

a b — i , b ™ 1 • 
a 

Donc, si, dans le système dont la base est i, la quantité 1 est un infi- 
niment petit de l’ordre a , i sera de l’ordre ~ dans le système qui aura 
pour base la quantité I. Ainsi, par exemple, lorsque I, considéré 
comme fonction de i, est un infiniment petit du premier ordre, on 
peut en dire autant de / considéré comme fonction de I. 

Le second corollaire, réuni au premier, entraine évidemment le 
suivant : 

Corollaire /II. — Si deux quantités infiniment petites sont (elles 
que, l’une étant prise pour base, l’autre soit du premier ordre, b» 
nombre qui exprimera l’ordre d’une quantité quelconque restera le 
même dans les deux systèmes qui auront pour bases les deux quan- 
tités données. 
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OBJET DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 

d’une SEULE VARIABLE. 


x, y, z, ... étant des variables assujetties à vérifier une ou plu- 
sieurs équations données, on nomme différentielles de x, de y, do 
c-, ... et l’on désigne, au moyen de la lettre caractéristique d , par 
les notations 

dx, dy , dz, ... 

des quantités dont les rapports sont équivalents aux dernières raisons 
des accroissements infiniment petits que peuvent prendre simultané- 
ment ces mêmes variables. L’objet du Calcul différentiel est de déter- 
miner les rapports des différentielles dx, dy , dz , . . . quand on connaît 
les relations qui existent entre les variables æ , y, s, . . ., ou, ce qui 
revient au même, d’évaluer les dernières raisons des différences infi- 
niment petites Ax, Ay, A z, . . . , c’est-à-dire des accroissements infini- 
ment petits et simultanés de#, y, z f .... 

Concevons, pour fixer les idées, que l’on considère seulement 
deux variables, savoir une variable indépendante et une fonction 
de x représentée par 

Si la fonction /(#) reste continue entre deux limites données de la 
variable x, et si l’on assigne à cette variable une valeur comprise 
entre les deux limites dont il s’agit, un accroissement infiniment 
petit, attribué à la variable, produira un accroissement infiniment 
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petit de la fonction elle-même. Donc, si l’on pose alors Ax — i, les 
deux termes du rapport aux différences 

Ay _ /(■*■-+- i) — f(x) 

K ’ ÙLX ~ i 


seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux 
termes s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite 
zéro, le rapport lui-même pourra converger vers une autre limite, 
soit positive, soit négative, qui sera la dernière raison des diffé- 
rences infiniment petites Ay et Ax. Cette limite, ou cette dernière 
raison, lorsqu’elle existe, a une valeur déterminée pour chaque valeur 
particulière de x; mais elle varie avec x. Ainsi, par exemple, si l’on 
prend /(x) — x m , m désignant un nombre entier, le rapport entre 
les différences infiniment petites sera 


[x 4 - i )" 1 — x' 


mx ” 


m ( m — i) 


. 2 




et il aura pour limite la quantité mx m ~' , c’est-à-tlire une nouvelle 
fonction de la variable x. Il en sera de même en général; seulement, 
la forme de la fonction nouvelle qui servira de limite au rapport 

/(.r H- i ) -f(x) 
i 


dépendra de la forme de la fonction proposée y— /(x). Pour indi- 
quer cette dépendance, on donne à la nouvelle fonction le nom de 
fonction dérivée, et on la désigne, à l’aide d’un accent, par la nota- 
tion 

y' ou /'(.r). 


Cela posé, les différentielles dx, dy de la variable indépendante x et 
de la fonction y = /( x ) seront des quantités tellement choisies, que 

leur rapport c ~ coïncide avec la dernière raison des quantités infini- 
ment petites Ay, Ax, c’est-à-dire avec la limite y'=f'(x) du rap- 
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Ces différentielles seront donc liées entre elles par I’équa- 

dy , 

~âx ~' y ' 


ou 


( 3 ) dy - - : y d.r, 

•que l’on peut aussi présenter sous l’une dos formes 


(4) 

( 5 ) 


d/iy) 

d.r 


/'(•*). 


df(x) = f(.r)dx. 


En vertu de 1 équation (:>,) ou (3), la différentielle dy se trouve com- 
plètement déterminée, dès qu’on a fixé la forme de la fonction 


et la valeur de la quantité dx. Quant à cette dernière quantité, qui 
représente la différentielle de la variable indépendante, elle reste 
entièrement arbitraire, et. l’on peut la supposer égale à une constante 
finie h, ou même la considérer comme une, quantité infiniment petite. 

Il résulte des formules (3) et (5) que la dérivée y ^f(x) d’une 

fonction quelconque y -- f(x) est précisément égale à c’est-à-dire 
au rapport entre la différentielle de la fonction et celle de la variable 
ou, si l’on veut, au coefficient par lequel il faut multiplier la seconde 
différentielle pour obtenir la première. C’est pour cette raison qu’on 
donne quelquefois à la fonctionMérivée le nom de coefficient diffe - 
rentiel. 

Différentier une fonction, c’est trouver sa différentielle. L’opération 
par laquelle on différentie s’appelle différentiation. 

Il est facile d’obtenir la fonction dérivée y 1 — lorsqu’on prend 
pour y une des fonctions simples 

a-e.r, a — x, aæ, ”, x‘\ A x , Lj-, 

sin-r. cosæ-, arcsin.r, arc cos./-, 


ÜE livres de C. — S. Il, t. IV. 


3? 



290 


LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

A désignant un nombre constant, a = dt A une quantité constante, et 
la lettre L indiquant un logarithme calculé dans le système dont la 
base est A. On trouvera, par exemple, pour y = a -h x % 

A y __ v -Jr i ) — ( a -j- æ) ^ _ dy 

A x i ~ 1 ’ 1 “ dx 1 ’ 


pour y = — r, 

A y ( fl — — /)--( a — j?) , 

___ ,r_ 7 ~ 


cl y 

~ ~~ 1 


pour y ax. 


Ay __ a(x -f- i) - a.r 

A,r / 


r/y 


T V- -- a; 

dx 


pour v 


a a 


Ar v -f- i x a 


, <y 

a 

Âx i x{.r -i 

— . , 

* i 

' ~ dx 1 “ 

“ .L 2 5 

pour v — sina\ 

Ar sinj/ ( i \ 

dy 

. ( 

TT \ 

\ - -- eos -t- - 1 , y' . 

Ax u \ x ): 

" dx 

cos.r sui . 



pour v ----- eus a*, 


A.r sin-*/ . / j \ f dv 

t Si u ,r -i- - l L y - • - 

à * u \ x y dx 


SID X ( OS 


s ( ,t i ~ ::)• 


Do plus, on posant A' i - I et ayant égard à la formule ( \ ) dos Pré- 
liminaires, on trouvera, pour v A', 

\y \ x+i - - A x A' i I , , r/y ,v 

A* / i 1, ( 1 -r I I 1 dx L c 

Enfin, si Ton-pose, pour abréger, 

i 

— -~a <‘t (i i-a)" i _ 


on aura pour v -- La;, 



pour y = æ a . 
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ày _ (£ -h ___ a \ 1 __ (i -f- «)“•— i 

£# - £ - - ^ ~a 



J1 reste a trouver la limite du rapport entre les deux quantités infini- 
ment petites a et [3 liées entre elles par l’équation 

(l -}- 3)« — I 4- j3. 


Or on tirera de cette dernière 


( t> ) a 1 ( i 4 - a ) — - 1 ( i 4- (3 ) . 

D’ailleurs, en vertu de la formule (3 ) des Préliminaires, on aura 

I ( i 4- a ) ! ( i 4- S ) 

-- I 4- 7, r : — l 4- O, 

a ' (3 

y, o désignant des quantités infiniment petites. Par suite, l’équa- 
tion (G) donnera 

n a(i -h y ) ~ (â(i 4- o), 

et l’on en conclura 

P i 4- y . . (3 

- r.r r/ V > lim - <(. 

a 14-0 a 

En conséquence, on aura^définitivement, pour y -- .r", 

, dy 

y • .. ax n l . 

oCr 


Si, dans les fonctions A* et Lx, on réduisait le nombre A au nombre 

r; >,7182818. 

et la lettre caractéristique L à la lettre 1 qui désigne les logarithmes 
népériens, on trouverait pour y ~~ r r . 



> 


dy 

dæ 


f 

x 


pour v l.r. 
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Les diverses formules qui précèdent peuvent être renfermées dans le 
Tableau suivant : 


( 7 ) 


d ( a - 4 - x ) = dx, d(a — x) — — dx, 


d( a x ) “ a dx , ^/ ( ~ 

c/(o? rt ) ~ ax a ~ ] dx; 

dA x A x 1 A , de 1 ' ~~ e x dx ; 

dx 


dx 


d L.r=Le — , 

X 


d sin x ~ cosjjrfvC 


f/l vX* 


= sin 4- f/.r, 


I d cos JT = — sirur f/a? cos (a: h - J dx . 


(mrmne elles sont établies seulement pour les valeurs réelles de x 
auxquelles correspondent des valeurs réelles des fonctions placées a 
la suite de la lettre d , on doit supposer x positive, dans celles de ces 
formules qui se rapportent aux fonctions La\ \x, et même à la fonc- 
tion x a y lorsque a désigne une fraction de dénominateur pair ou un 
nombre irrationnel. 

Soit maintenant ^ une seconde fonction de x, liée à la première 
y = /(«**) par la formule 

Z — Y(y). 


z ou I [ fi x ) I ce qu on appelle une fonction de fonction de la 
variable x; et, si I on désigne par Ax, Ay, As les accroissements infi- 
niment petits et simultanés des trois variables x, y, z , on (rouvera 

Ar = /(.r-4 Ax) — /(x ) A ,z _ ¥(v + A/) - F( j) 

A x Ax 9 A y À y ~ ' 9 

puis, en passant aux limites, et substituant aux dernières raisons des 
accroissements infiniment petits Ax, Ay, Az les rapports des diffé- 
rentielles^, dy , dz, on obtiendra d’une part l’équation (f\) ou ( >), 
(d d’autre part la formule 
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OU 

-(9) ds — V'(y)dy, 

ou, ce qui revient au même, 

( 10 ) d¥(y) = Y\y)dy. 

L’équation ( 10 ) est semblable, pour la forme, à l’équation (5), et 
fournit le moyen de différentier une fonction de y, lors même que 
y n’est pas la variable indépendante. Seulement la différentielle dx 
ou dy, qui, dans le second membre, sert de coefficient à la fonction 
dé rivée f‘(x) ou F'(jj est, dans l’équation (5), une quantité con- 
stante et, dans l’équation (8), une quantité ^variable égale au produit 
de la constante dx par la fonction f'(x). 

tën attribuant successivement aux fonctions y = f(x) et F(y ) dif- 
férentes formes, on tirera de l’équation ( 10 ) 


(t(a-^-y) dy, 

■5“ 

1 

II 

« 

1 1 

« 

d\y — \r 1 A dy, 

dey — ■ : eJ dy. 

d \j y ~ > d 1 y 

d\ y- — 

dy 2 9, dy 

' ~ ~) r> 

z 1 , . dy 

d - 1 y- — — S- y . . . , 

2 y* 

d ( a x"‘ ) — a dx'" — 

max ,n ~\dx. 

d\* x ^ \"*\\d]ï' ^ 

dc <r ~. e c * de x zz e e * e x dx. 

de ji e xi dx 2 — 2 x e x ‘ dx, 

d séc x 

d - 1 

d cos .r sin/v/r 

cosr 

cos s .r cos 2 j; 

* 

d co séc 

T — c i 1 

d sin x cos x dx 

sim? 

sin 2 ,/; sin 2 ,/.* 

d 1 si 11 , r 

f/sin x 

cos.r dx dx 

sin x 

sin x ~~ tanga*’ 

d 1 co s 1 

d cos.r 

sin.rr/.r dx 

cosr 

COSÆ’ cot.r 


La première de ces formules prouve que l’addition d’une constante à 
une fonction n’en altère pas la différentielle, ni par conséquent la dérivée. 
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On peut encore, à l’aide de la formule (10), déterminer facilement 
les différentielles des fonctions simples x ", arc sin#, arc cosa?, en sup- 
posant connues celles des fonctions la?, sina?, cosa?. On trouvera, en 
effet, pour y = x", 


I y :-:z a I .r, 


dy dx 

- a — , 
y x 


dy 

dx 



pour y arc sinx. 


si il y x 9 


CO S y dy r : dx y 


dy 

dx 


i ï 

CO SJ ~ sjv-^x 1 ’ 


pour y = arc cos^r, 


CO S J' r:: æ, 


On aura donc 


- s in y dy dx y 


<li « 

dx s i 1 1> 



(M) 


d arc si m — 


dx 


\ J 


- X* 


<^arc cos.r - 


d.r 

V» — 


On doit, dans les formules (i i), supposer la variable x renfermée 
entre les limites — i,. -h i, afin que les fonctions arcsin^r, arceos.r 
conservent des valeurs réelles. 

Si l’on divise par dx les deux membres de l’équation (q), on en 
tirera 


( I 9 ) 


- --y 9 1 r (y) • /'(•*) F '[/(x)]. 


Cette dernière formule sert à déterminer la dérivée d’une fonction de 
fonction. 

Nous remarquerons, en finissant, que les différentielles des fonc- 
tions composées se déterminent quelquefois aussi facilement que 

celles des fonctions simples. Ainsi, par exemple, on trouve pour 

, sin.r 

y = tanga? — ' » 

J ~ CÜÜX 

Ay i rsin(^-f-C) sin.r l sin i i dy i 

âx i co s(x-y-i) c.osj | i cosx cos(x -r* i ) 9 dx eos 2 ./-’ 
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pour y = cota; 


cosa* 
s i n x 9 


A y j reos ( a* -f /) co s ./] si ni 

àx / LsinO h- £*) sina J 7 sin aTsin (jp -t- 7 ) 1 

et Ton en conclut, pour j arc tanga;. 


dx 


tangy -- jc, * - = dx, 

cos* r 

ü 

>vj 

cos 2 y 

pour y ~ arc cota 1 , 



r/y 

col Y : : ,r, ; ~t ax. 

sin 2 y 

dx 

sin 7 — - 

On aura en conséquence 



[ d rang./- — ( ^ z , 

\ h COS* J? 

( 1 3 ) 

d col x 

dx 

sin 2 x 

/ c/ arc tang.r -, 

[ f -+• X* 

d arc cota- 

dx 

1 H- x 


i -h x 1 


-h X‘ 
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DEUXIÈME LEÇON. 


I.* DIFFÉRENTIELLE DE LA SOMME DE PLUSIEURS FONCTIONS EST LA SOMME DE 
LEURS DIFFÉRENTIELLES. CONSÉQUENCES DE CK PRINCIPE. DIFFÉRENTIELLES DES 
FONCTIONS IMAGINAIRES. 


Dans la Leçon précédente, nous avons montré comment l’on forme 
les dérivées et les différentielles des fonctions d’une seule variable. 
Nous allons ajouter aux recherches que nous avons faites à ce sujet 
de nouveaux développements. 

Soient toujours x la variable indépendante, et Au" un accroissement 
infiniment petit attribué à cette variable. Si l’on désigne par s, a, »>,’ 
n\ . . . plusieurs fonctions de x, et par A s, A u, Ae, Am, . . . les accrois- 
sements simultanés qu’elles reçoivent* tandis que l’on fait croître x 
de Ax, les différentielles ds, du, c/e, dw, . . . seront, d’après leur défi- 
nition même, respectivement égales aux limites des' rapports 


As . Au , Ae . Aie , 
-7—d.r, i — de, — dx, — dx, 

Ax Ax Ax Ax 


Ax 


Donc, si l’on fait, pour abréger, ~ — a, ces différentielles seront 
encore équivalentes aux limites des rapports 


A s ' A// Au 
a a a 


Air 

a 


Cela posé, concevons d’abord que la fonction s soit la somme de 
toutes les autres, en sorte qu’on ait 
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On trouvera successivement 

A\ - - : A// -f- Ai’ 4 - Acv 4 - . . . , 

A.v A u Ae Air 

— f 4- - - -t- ...» 

ck a y. a 

puis, en passant aux limites, 

( ■ ) ds “ t/t/ c/r 4- r/w* 4 - . . . . 
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Lorsqu’on divise par dx les deux membres de cette dernière équation, 
elle devient 

( 3 ) s' u' v' i ir'4-.... 

1 )(‘ la formule (2) ou ( 3 ), comparée à l’équation (1), il résulte que la 
différentielle ou la dérivée de la somme de plusieurs fonctions est la somme 
de leurs différentielles ou de leurs dérivées . De ce principe découlent, 
comme on va le voir, de nombreuses conséquences. 

Premièrement , si l’on désigne par m un nombre entier, et part/, />, 
(\ . . . , p , rp r des quantités constantes, on trouvera 


( V) diu -!• v) du | - de y d(u — r) 

du 

de, d(au 4 - bv 

) - a du 4 - b de. 

( 5 ) ( t ( au - 4 - bv -f cir 4 - . . . ) : 

a du 

b de 4- v (bv 4- 


1 d(ax m -v b.r -f- C .r m ~--V- . . 

. 4- p.r~ 

4- qx — r) 


(b) j 




r — [ maæ nt 1 \ (m \)t),v ,u 

' -4 ( m 

2)C.T m ~ :i 4 ... 

-f- 2 p ./■ 4 q | dx. 

Le polynôme ax w h bx ,n 1 -h ex' 1 

u W . . 

. 4- px ~ 4 qx 

-f- r, dont tous 


les termes sont proportionnels à des puissances entières de la va- 
riable .r, est ce qu’on nomme 11 ne fonction entière de celte variable. 
Si on le désigne par .v, on aura, en vertu de l’équation (G), 

s' maæ ,n 4- {ni — - \)bx m - ! ( /// — 2)c et-"' :i -1- . . . 4 x p j -f- y. 

Donc, pour obtenir ta dérivée dé une fonction entière de x 9 il suffit de 
multiplier chaque terme par l exposant de la variable , et de diminuer 
chaque exposant d'une unité . Il est aisé de voir que cette proposition 
subsiste dans le cas où la variable devient imaginaire. 

38 
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Soit maintenant 


( 7 ) 


S “ uvw. . . . 


Comme on aura, en supposant les fonctions u, v, w, ... toutes po- 
sitives, 

(^ ) 1 S — - I // + I ( ' — t- I H ’ -f- . . . , 

et, dans tous les cas possibles, s- ~ u-v'^w- . . . , 


(9) 


-|. 5 *= -l«‘+ -lw* 

2 2 2 2 


l’application du principe énoncé à la formule (8) ou à la formule (9) 
fournira l’équation 

/f v ds du dv dw 

( 10 ) — = 1 1 

.V U V (I’ 

de laquelle on conclura 


-1- . . . , 


00 


7/ x ( du dv du 

d(uvw . . . ) m uvw. . . ( {- 


\ u v tr 
~~ vw. . . du -h uw. . . dv -h uv . . . dw -h . . . . 


Exemples : 

d{ uv ) — u dv -+* v du, d (uvw) vw du -4- uw dv 4- uv dw, 

% 

d ( x I ./• ) "... ( 1 -h\x) dæ, d(æ a ) -- æ" e~ x ^ - — 1 j , 

Soit encore 

(<V s=". 

v 

En différentiant b* ou ib 2 , on trouvera 


(. 3 ) 

et, par suite, 

04 ) 


ds 


1 u ( au dv 

~ v \ u v 


d 11 v du — u dv 
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On arriverait au même résultat, en observant que la différentielle de - 
est équivalente h *' 


- ldu + ud X - = 

V ‘V «’ <’ V e 2 


Exemples : 


d tarifa? = d sinj? = — sinxdcosx __ dx 


d COiX ^ - rrr — - ^ , 

sin*# # .x* 'r 2 


^ / i \ 

^ rzr ( fl — — ) 


d — = -4- rf*, d = -T . 

Si les fonctions u, v se réduisent à des fonctions entières, le rap- 
port -- deviendra ce qu’on nomme une fraction rationnelle. On déter- 
minera facilement sa différentielle à l’aide des formules (G) et (14). 

Après avoir formé les différentielles*du produit uvw... et du quo- 
tient on obtiendra sans peine celles de plusieurs autres exprès- 
1 

sions, telles que u % , u , u 1 , . . . . En elTet, on trouvera pour s — u l \ 

, , ds du 

1 s — *’ 1 “> — — r — ■+* I II de, ds =Z vu v ~ x du + u l ’ I u de ; 


pour S u 


. * . ds du , de 

l.v- - lu, — — — ~ | w 

< v wr (»* 


/c 7~ x du -, r/r 

r/,ç « m‘ 1 u — ; 

e v* * 


pour A' = U'" , 


1 S = «•- 1 «, <& ^ r- ^ h I u de -+-|«| v dtvj ; 


Exemples : 


dx je —.x x (t + \x)dx, d.r r — - — -~.z- r Xr, dx 30 ’ — 

T- 


Nous terminerons celte Leçon en recherchant la différentielle d’une 
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* 

fonction imaginaire. On nomme ainsi toute expression qui peut être 
ramenée à la forme u + v\/— i, u et e désignant deux fonctions 
réelles. Cela posé, si l’on appelle limite d’une expression imaginaire 
variable ce que devient cette expression quand on y remplace la 
partie réelle et le coefficient de v'~ » par leurs limites respectives, et 
si, de plus, on étend aux fonctions imaginaires les définitions que 
nous avons données pour les différences, les différentielles et les déri- 
vées des fonctions réelles, on reconnaîtra que l’équation 

# 

s // T- r y' ~ 1 

entraîne les suivantes : 


— Ai/ -+- Ac\ - 1, 


Av A// Ai' • - A? A// Ai' 

A.r A.r ' A.r^ ’’ y y y 


On aura en conséquence 

( 1 5 ) cl { u -|- r - i ) ftu -f- de \ - 1 . 

La forme de celle dernière équation est semblable à celle des équa- 
tions ( i ) . 

Si l’on suppose en particulier 


•v e.os.fH--\ i sin.r, 


on trouvera 

(ls — 


cos ( y -r- - J - \ i si u ( ./■ -h ^ j 


d.r .v i d.r. 


Ajoutons que les formules (j), (;>), (G), ( i ij et ( i \ ) subsisteront 
lors meme que les constantes a, b, c, ... , p, y, r, ou les fonctions u , 
c, . . . , comprises dans ces formules, deviendront imaginaires. 
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DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS D INE SELLE 
VARIABLE. CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 


Coin me les fonctions d’une seule variable x ont ordinairement pour 
dérivées d’autres fonctions de cette variable, il est clair que d’une» 
fonction donnée y — f(x) on pourra déduire en général une multi- 
tude* de fonctions nouvelles dont chacune sera la dérivée de la précé- 
dente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les dérivées des 
divers ordres de» y ou /( x ), et on les indique à l’aide des notations 

/, y\ y'\ r lv , y\ y (n \ 

ou 

/'(*), /'(•*). /%*•)> / V U), f (n \x). 


Cela posé, v' ou f'(x') sera la dérivée du premier ordre ele la fonction 
pro[)osée y— -/(.r); y" ou /"(x) sera la dérivée du second ordre 
de* v, et en même temps la dérivée du premier ordre de y'; etc.; 

e»ntîn y n) ou (n désignant un nombre entier quelconque) sera 

la dérivée de l’ordre n de y, et en même temps la dérivée du premier 
ordre de v ( " _,) . 

Soit maintenant dx h la différentielle de la variable x supposée 
indépendante. On aura, d’après ce qu’on vient de dire, 


(O 


dy 

dx 


dx 


dy" 
dx 9 


ou, ce qui revient au même, 

( 2 ) dy y h , dy :: y" h , dy" = f /*, 


y Or — - 


dyi" n 
dx 


• • » 


dyOi- ^~ y[n) f lt 
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De plus, comme la différentielle d’une fonction de la variable x est 
une autre fonction de cette variable, rien n’empêche de différentier y 
plusieurs fois de suite. On obtiendra de cette manière les différen- 
tielles des divers ordres de la fonction y, savoir : 

dy - y' h — y'dx, 
d dy — h dy' = y " h 3 — y" dx 3 , 
d d dy - _ h 3 dy" = y" h 3 -- y'" dx 3 , 


Pour abréger, on écrit simplement tPy au lieu de d dy, d'y au lieu 
de dddy, etc.; en sorte que la différentielle du premier ordre est 
représentée par dy, la différentielle du second ordre par rf 2 v, celle du 
troisième ordre par d*y f etc., et généralement la différentielle de 
l’ordre n par d"y. Ces conventions étant admises, on aura évidem- 
ment 


( 3 ) 


dy — y’dx, d'- y — y" dx-, d 3 y = y* d x 3 , d 3 y — j ,v dx 3 , 

d“ v — r ( "> dx n , 


et, par suite. 


,_dy 


d-y 


d 3 y 


(4) 7 "~ Hx*’ / 


iv d'y 

' dx 1 ’ 


fin'. - 


d" y 
dx“ 


Il résulte de la dernière de$ formules (3) que la dérivée de l’ordre n, 
savoir v' 0 , est précisément le coefficient par lequel il faut multiplier 
la n" me puissance de la constante h — dx pour obtenir la différentielle 
de l’ordre n. C’est pour cette raison que ÿ m est quelquefois appelée 
le coefficient différentiel de l’ordre n. * 

Les méthodes par lesquelles on détermine les différentielles et les 
dérivées du premier ordre pour les fonctions d’une seule variable 
servent également à calculer leurs différentielles et leurs dérivées des 
ordres supérieurs. Les calculs de cette espèce s’effectuent très facile- 
ment, ainsi qu’on va le montrer par des exemples. 

Soit d’abord y — sina-, Comme, en désignant par a une quantité 
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constante, on a généralement 

•rfsin(x -+- a) = cos(x h- a) d ( x -+- a) — sin(x ■+■ a + ijt) dx. 


on en conclura 


rfsinx — sin (x -+- Jtt) dx, 
rfsin(x -+- jjrc) = sin(x -+- n) dx, 
d sin ( x -+- 7i ) — sin ( x -+- | r. ) dx. 
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et par suite on trouvera pour y ~ sin#, 

j'nr Sin(x + J-7t), y" — sin(x -H n), y'" — sin (x 4- \ r.), 

J 1 "’ — sin^x -+- . 

En opérant de même, on trouvera encore, pour y — cos#, 

■ r ' ~ cos ( *' i y" — cos ( x -4- - ), y cos ( x -+- :J TT ) , . . . , 

x- t -%) : 

pour r — A*, 

y-A*(IA), y"— A x ( I A )-, -y*~k*( IA) 1 , ..., v<»' V( I A )<; 

pour y = .r", 

y’— ax a ~', y"=a(a — t)x a -, 

y in) m- a(a — 1) (a — 2 ) . . . (a — n + 1)#-». 

Il est essentiel d’observer que chacune des expressions sin (# - 4 - ',/<?:), 
cos(# -h j/tiï) admet seulement quatre valeurs distinctes qui se re- 
produisent périodiquement et toujours dans le même ordre. Ces quatre 
valeurs, dont on obtient la première, la seconde, la troisième ou la 
quatrième, suivant que le nombre entier n, divisé par 4 , donne pour 
reste o, r, 2 ou 3, sont respectivement sin#, cos#, — sin#, — cos#, 
pour 1 expression sin (# -+- i/jTt), et cos#, — sin#, — cos#, sin#, 
pour l’expression cos(# - 4 - De plus, si, dans les fonctions A\ 

#", on remplace la lettre A par le nombre e qui sert de base aux loga- 
rithmes népériens, et la quantité a par le nombre entier n, on recon- 


COS 


■( 
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Aaîtra que les dérivées successives de e x sont toutes égales à e x , tandis 
que, pour la fonction x", la dérivée de l’ordre n se réduit à la quantité 
constante 1 . 2 . 3. . .n, et les suivantes à zéro. 

Kn substituant les différentielles aux dérivées, on tirera des for- 
mules que nous venons d’établir 

d" sina; : ~ sin(.r -t- \nu)dx". d" cos.r -:cos(.r + 1 mt) dx" , 
d" A* ~r A r ( 1 A )" dx" , d' 1 e x a x dx " , 

d" x° a {a i )„ . .(a — n i )x a ~ ,r dx", d n x n i .2 .3. . . n dæ n , 

d n I x — dx d n ~ 1 ( x ■ ' 1 ) : ( — - 1 ) n ~ l ‘ — dx", .... 

' x n 

Considérons encore 1rs deux, fonctions ./(x a) et /(ax). On 

trouvera pour y — /{x - 1 - a \ 

y - f\x -h 

pour y f(ax), 

y’ - ■ a J\ax ), 

Exemples : 
d " ( r h- • a ) " “ : 1 . 2 . 3 

Soient maintenant y ~ f(x) et ^ deux fonctions de .r liées par 
réquation 

(5 ) 2 - F(\r). 

En différentiant cette équation plusieurs fois de suite, on trouvera 



' dz rr F'i 

[;y)dy, 


(G) 

) r/ 2 ; F" 

( .V ) dy l 

+ F'(r)rf=j, 


| r/ : ‘ ; ~ F" : 

ï r ) 

-r- 3 F "{ y)dy d- y -1- F'(r) d'y, 


\ '' f < 2 /"( ^ X ) , . . . , J ( " ' Ct n /* (, 0 { (f x ) , 

y : - a 7 1 / ; " ; ( a x ) dx " . 


. . . n dx ", d" e ax . a" e ax d.r" , d" sin ax 


y" J“\x } a), .... y< n ' — - / (// ' ( -r- a), 

d" y - f n) (x -r-a)dx"; 
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d n {a + y) — d n y , rf»(— /) = — d‘ l y, 

d n (ay) = ad n y, d n (ax n )~ 1.2. 3 . . . n.adx ", 
der = e y dy, d'-er e y(dy i + d 3 y), 

d 3 ey= e y(dy 3 +idyd i y + d : 'y), 

Si la variable x cessait d’être indépendante, l’équation 

(7) >=/(*), 

.étant di (Tcrentiée plusieurs fois de suite, donnerait naissance à de nou- 
velles formules parfaitement semblables aux équations ( 6 ), savoir 

dy —f\x)dx, 

d*f^:f\x)dx'+f\x)d'x, , 

d\y= f"{x)dx 3 -\-'if"{x)dxd i x + f(x)cPx, 



On tire de celles-ci 


/'(*> = 
/'(*) = 
/'(*)- 


dy 

dx’ 

dx d l y — dy d 2 x __ i dy 
dx % ~ dx dx ’ 

rf*r ( rf.r rf : ‘y — rf y rf { x) ~ Z d 2 x( dx d % y — rfy rf 2 ,r ) 

^ “ rf7-* : 


1 dx d 2 y — rfy rf 2 a? 
“ dx d dx* 


Pour revenir au cas où x est variable indépendante, il suffirait de 
supposer la différentielle dx constante, et par suite 


d 2 x :r O, d*X~~ O, 


Alors les formules ( 9 ) deviendraient 


(10) 


/'(*) 


_.dy 

~ c/^’ 


/'(*) = 


rf 2 y 
rf?’ 


/•(*) 


rf ^ 3 



c’est-à-dire qu’elles se réduiraient aux équations (4). De ces der- 
nières, comparées aux équations ( 9 ), il résulte que, si l’on exprime 

OEuvres de C . — S. Il, t. IV. 3c) 
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les dérivées successives de /(x ) à l’aide des différentielles des 
variables x et y — f(x ) : i° dans le cas où la variable x est sup- 
posée indépendante; 2° dans le cas où elle cesse de l’être, la dérivée 
du premier ordre sera la seule dont l’expression reste la même dans 
les deux hypothèses. Ajoutons que, pour passer du premier cas au 
second, il faudra remplacer 

d 2 y dx d 2 y — dy d i x 

dP Par ~d7v^ ’ 

d ] y dxidx d z y — dy d*x) — 3 d*x(dx d i y — dy d-x) 

dP par ^ * 3? ^ ' • ’ 


C’est par des substitutions de cette nature qu’on peut opérer un chan- 
gement de variable indépendante. 

Parmi les fonctions composées d’une seule variable, il en est donl 
les différentielles successives se présentent sous une forme très 
simple. Concevons, par exemple, que l’on désigne par u, v, w, . . . 
diverses fonctions de x. En différentiant n fois chacune des fonc- 
tions composées 

u + v, u — c, u -i- — i , au -+- bv -t- cw -+- . . . , 


on trouvera 

/ d n (u -h v) =d n u + d a v, 

(11) / d n ( u — v ) d n u — d n v, 

\ d rt (u - t- v 1) — d n u -+- d n v y/— i , 

(12) d n ( au 4 - bv -+- cw 4- . . . ) = a d n u + b d' 1 v -t- c d n w . . . . 

11 suit de la formule (12) que la différentielle d n y de la fonction 
entière 

y = ax m -I- bx m ~ x -4- cx ,n ~ 2 -i- . . . -t- px l -\- q x -t- r 

se réduit, pour n — m , à la quantité constante 1.2. 3 . . .m.a.dx" 1 , 
et pour n > m, à zéro. 
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RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS RÉELLES D’UNE SEULE VARIABLE 
ET LEURS DÉRIVÉES, OU DIFFÉRENTIELLES, DES DIVERS ORDRES. 


Après avoir appris à former les dérivées et les différentielles des 
fonctions d’une seule variable, il nous reste à montrer l’usage qu’on 
peut en faire, et leurs principales propriétés. Dans ce dessein, nous 
commencerons par faire connaître diverses relations qui existent 
entre les dérivées des divers ordres et les fonctions elles-mêmes 
supposées réelles. Ces relations se trouvent exprimées dans les théo- 
rèmes que nous allons énoncer. 

Théorème I. — La fonction y^f^x), étant supposée réelle et con- 
tinue par rapport à la variable x dans le voisinage de la valeur parti- 
culière x = x 0 , croîtra ou décroîtra en même temps que cette variable . 
à partir de la valeur x = x 0 , si la valeur correspondante de la fonction 

dérivée y' = est positive et finie. Mais , si celte dernière valeur est finie 
et négative , la fonction y décroîtra pour des valeurs croissantes de la 
variable x , et croîtra pour des valeurs décroissantes de la même variable. 

Démonstration . — Soient Ax, Av les accroissements infiniment 
petits et simultanés des variables x, y. Le rapport aura pour 
limite ^ = j'. On doit en conclure que, pour de très petites valeurs 
numériques de Ax et pour une valeur particulière a? 0 de la variable x, 
le rapport sera positif, si la valeur correspondante de y' est une 
quantité positive et finie; négatif, si oette valeur de y' est une quan- 
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tité finie, mais négative. Dans le premier cas, les différences infini- 
ment petites Ax, Ay étant de même signe, la fonction y croîtra ou 
diminuera, à partir de x = x 0 , en même temps que la variable x. 
Dans le second cas, les différences infiniment petites étant de signes 
contraires, la fonction y croîtra, si la variable x diminue, et décroîtra 
si la variable augmente. 

Corollaire I. — Concevons que la fonction y — f(&) demeure con- 
tinue entre deux limites données x — x 0 , x — X. Si l’on fait croître 
la variable x par degrés insensibles depuis la première limite jusqu’à 
la seconde, la fonction y ira en croissant toutes les fois que sa dérivée 
étant finie aura une valeur positive, et en décroissant toutes les fois 
que cette même dérivée obtiendra une valeur négative. Donc la fonc- 
tion y ne pourra cesser de croître pour diminuer, ou de diminuer 
pour croître, qu’autant que la dérivée y' passera du positif au négatif, 
ou réciproquement. Il est essentiel d’observer que, dans ce passage, 
la fonction dérivée deviendra nulle, si elle ne cesse pas d’être con- 
tinue. 

Corollaire II. — Concevons que la fonction y — / (x) s’évanouisse 
pour la valeur particulière x = x n et demeure continue dans le 
voisinage de cette valeur. Si la valeur correspondante de la dé- 
rivée y' = /'(x) est finie et positive, alors, en supposant a* très peu 
différent de x„, on aura 

/ (' x ) > o pour x > x 0 et /(.z)<o pour x < 

Au contraire, si la valeur de y est finie et négative, on aura 

f(x)< o pour x>x 0 cl /(■*’)> O pour x < x„. 

Théorème II. — Soient f(.r) et F(.-r) deux fonctions réelles qui s’ éva- 
nouissent pour x — x 0 et qui restent continues entre les limites x = x„, 
x = X . Supposons d’ailleurs que la fonction dérivée F'(æ') ne change pas 
de signe entre les limites dont il s’agit. Si l’on nomme A la plus petite 
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et B la plus grande des valeurs que reçoit dans cet intervalle le rapport 

f'(«) 

¥'(*)’ 

la fraction 

f(X) 

F(X) 


sera elle-même comprise entre les deux limites A et B. 

Démonstration. — Puisqu’on aura par hypothèse, pour toutes les 
valeurs de x renfermées entre les limites x 0 , X, 


f'(£) 

F'(*j 


— A > o. 


f'(#) 

F'(xj 


B < o, 


et que la fonction dérivée F'(#) ne changera pas de signe entre ces 
limites, on peut affirmer que, dans cet intervalle, l’un des produits 

F'(*) [f(x, “ A ] = “ A F'(-r), 

F'(*) |.F'U ) ~ B ] = f ' ( r) “ B F(x) 

sera constamment positif, l’autre négatif. D’ailleurs ces produits sont 
respectivement égaux aux dérivées des fonctions 

f ( x ) — À F ( x ) , f ( x ) — B F ( oc ) . 

Donc, en vertu de ce qui a été dit ci-dessus (théorème I, corollaire I), 
l’une de ces fonctions sera toujours croissante, l’autre toujours décrois- 
sante depuis x~x 0 jusqu’à # = X. Donc, puisqu’elles s’évanouissent 
simultanément pour# — # 0 , les valeurs qu’elles recevront pour# = X, 
savoir 

f(X) — A F(X), f ( X ) — B F ( X ) , 

seront des quantités de signes contraires, et l’on pourra en dire autant 
des quotients que fournissent les mêmes valeurs divisées par F(X), 
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c’est-à-dire des différences 


f(X) 4 f(X) 
F(X) ’ 'F(X) 


-B. 


Donc la fraction 


f(X) 

F(X) 


sera comprise entre A et B. 


Corollaire I. — Si les fonctions dérivées f'(x), F'(ic) sont elles- 
mêmes continues entre les limites x — x 0 , x = X, tandis qu’on pas- 

sera d’une limite à l’autre, le rapport variera de manière à rester 

toujours compris entre les deux valeurs A, B, et à prendre successi- 
vement toutes les valeurs intermédiaires. Donc alors toute quantité 

f(X) 

moyenne entre A et B, par exemple, la fraction j^Y) sera l,ne va * eur 
du rapport correspondante à une valeur £ de x renfermée entre 
les limites x 0 , X ; en sorte qu’on aura 


m f(X) _ f'(S) 

U F(X)-F'U)' 

Si l’on fait, pour plus de commodité, X ~x a -\ -h, la quantité \ sera 
de la forme x„ -+- h,, h, désignant une quantité de même signe que h, 
mais d’une valeur numérique moindre; et l’équation ( 1 ) deviendra 

fÇ^O ~+~ h) f'(j? o4- hy ) 

1 h) I 4‘ /<! ) 


En d’autres termes, si l’on représente par 0 un nombre inférieur à 
l’unité, on pourra choisir ce nombre de manière à vérifier la formule 

m f(^o+ h) _ f'(x 0 4- Oh) 

Corollaire //. — Si les fonctions 


l f(*), W, f"(x) P»-‘>(ar); 

I F(*), F'(*), F"(x), F'— «>(*) 


s’évanouissaient toutes pour x — x a , et demeuraient continues, aussi 
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bien que f (n, (a;) et F (,I) (;z), entre les limites x = x — x 0 +h-, alors, 
en supposant chacune des fonctions dérivées 

(5) F'(*), F"(x), F”{x), ..., F<*)(«), 


toujours positive ou toujours négative depuis la première limite jus- 
qu’à la seconde, et désignant par h t , h. if . .., h n des quantités de 
même signe, mais dont les valeurs numériques seraient de plus en 
plus petites, on obtiendrait avec l’équation (2) une suite d’équations 
semblables dont la réunion composerait la formule 

(6) f(^o — t— /<) __ f'(^«+/<,) _ f"( 3? 0 H- / i,) _ _ f f,,) (-r„-+- h„ ) 

' ' F (x 0 -hh) ht) F'Xxo-hhî) F<“>(.r 0 -t- h n ) ' 

Si, dans la formule (6), on se contente d’égaler la première fraction 
à la dernière, l’équation à laquelle on parviendra pourra s’écrire 
comme il suit 

, . f(g»+ f> ) _ r'" ) ( .r„ + 9/>) 

^ F [x^+ ii) F ( " , (a; 0 + 9 h )’ 

0 étant toujours un nombre inférieur à l’unité. 

Corollaire [IL — Lorsqu’on pose, dans la formule ( 3 ), 

37 0 =O, F(a?) = ;r, 

on en tire 

(8) f(/i) = hi'(Oh). 


De même, lorsque dans la formule (7) on pose 


on trouve 


■r„=o, F(j?)— x n , 


F (n) (x) = 1 . 2 . 3 .. . n. 


£(/<_) _ 

h' 1 1 . 2 . 3 . . . n 


et, par suite, 
(9) 


f(A) = 


h" 

1 . 2 . 3 . 


- f 
« 


En conséquence, on peut énoncer les deux propositions suivantes : 
Théorème III. — Lorsque la fonction f(a?) s’évanouit avec la variable x. 



312 LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

et demeure continue , ainsi que la dérivée f ’{oc), depuis x = o jusqu à 
x = A, i7 e/i/re /es limites o et i une valeur de G propre à vérifier 

Véquation 

(10) 

Théorème IV. — Lorsque les fonctions 

f(*), f(«), P(*), P- 1 , (æ) 

s évanouissent avec la variable x et demeurent continues, ainsi que la 
fonction dérivée depuis x — o jusqu à x = A, // existe entre les 

limites o et i une valeur de G propre à vérifier la formule 

<"> •'<*>-, ^pb;*”***»- 


Soit maintenant /(#) une fonction de a? qui obtienne une valeur 
finie positive ou négative pour x — x ÿ , et qui reste continue, ainsi 
que la fonction dérivée f{x), depuis x — x 0 jusqu’à x = X. Si l’on 
pose 

(12) ' î(x)z=f{x)—f{x o), V(x) = x — *•„, 

on trouvera 

(>3) f(.r) =/'(.*), F'(,*) — 1 . 


Par suite, les formules ( 1 ) et (3) donneront 


(«4) 


/(X) — /(.g 0 ) 

X -le, ' 




ou, ce qui revient au même. 


(i5) 


h 


0/t). 


On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème Y . — Lorsque la fonction /(x) conserve une valeur finie pour 
x — x n et reste continue, ainsi que sa dérivée f(x), depuis x = x 0 jus- 
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qu’à x — x a -\rïi, il existe entre les limites o ‘et i une valeur de 0 propre à 
vérifier l'équation 

(16) /(a- 0 -h A) — f(x„) =t OA). 

De même, si, dans la formule (7), on suppose f(;c), F(;r) délcrmi- 
nées par les équations 

( 1 7 ) f(^) =/(•*) —/(^ 0 ), F (x) — (x — x„) n , 

on obtiendra cet autre théorème : 

Théorème VI. — Lorsque les fonctions 

(. 8 ) /(*), /'(*), /'(*), ..., /<—•>(*) 

se réduisent, pour x = o:* 0 , /« première à une quantité finie, les suivantes 
à zéro, et restent continues, ainsi que f n) (x), depuis x-—x a jusqu’à 
x = x 0 -+- h, il existe entre les limites o et 1 une valeur de 0 propre à 
vérifier l’équation 

( *9) /(•*•» ■+• h) - /(.*•„) = — -f- OA). 

Au reste, les formules (TG) et (19) se trouvent comprises dans 
celles que l’on déduit des équations ( 3 ) et (7), en substituant aux 
fonctions f et F deux autres fonctions f et /'liées aux deux premières 
par les formules 

(20) !'(•'*•) = /(•*) —f(x 0 ), F (x) — F(.r) — F(.r„). 

Alors, en effet, on tire de l’équation ( 3 ) 

, a n /( *.+ A)-/ (.r a ) /'( .r„ - ( - O A) 

/ (>*■«-+- A) — /'(a'y) oÂ) 

et de l’équation (7) 

/ N /(■*•„- +- A) — /(.r 0 ) _ fffix 0 -h OA ) 

' ' /'V. + Â) - ~~ + OA) • 

La formule (22), qui coïncide avec la formule (21), quand le nombres 

est précisémeilit l’unité, suppose : i° que, pour x — x 0 , les fonctions 

OEuvres de €• — S. II, t. IV. 4° 
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» * 

♦ 

f(x), F (oc) se réduisent à* des quantités finies, et les fonctions déri- 
vées 

, 9 , ( /'(*). /'(*), .... 

(a3) 

f F\x), F"{x), .... 

à zéro; a° que chacune des fonctions dérivées 

(34) F(x), F"(x), .... /*—•>(*), F"\x) 

ne change pas de signe entre les limites x = x B , x = X; 3° que les 
fonctions (a3) restent continues entre ces limites aussi bien que /(^r), 
F(x) et F'"\x). 



CINQUIÈME LEÇON. 


315 


CINQUIÈME LEÇON. 

DÉTERMINATION DES VALEURS QUE PRENNENT LES FONCTIONS RÉELLES D’UNE SEULE VARIABLE 

o dt oc 

QUAND ELLES SE PRÉSENTENT SOUS LES FORMES INDÉTERMINÉES ~ > - > OX±X, O", 

O zt 00 

00° I — 00 

JJ , I y ... , 


Les principes établis clans la Leçon précédente fournissent le moyen 
de fixer la véritable valeur d’une fraction dont les deux termes' sont 
des fonctions réelles de la variable x, dans le cas où l’on attribue à 
celle variable une valeur particulière pour laquelle la fraction se pré- 
sente sous la forme indéterminée -• En effet, soit 

O 


la fraction dont il s’agit, et supposons que la valeur particulière x — x n 
réduise s à la forme ^ > en faisant évanouir f(.r) et F (a* ). La valeur 
de s correspondante à x — a;,, ne sera autre chose que la limite dont s 
s’approche indéfiniment, tandis que x s’approche de .r 0 . Cela posé, 
concevons que l’on désigne par X une quantité très peu différente 
de x a , et par ; une autre quantité comprise entre x„ et X. Comme, en 
général, chacune des fonctions f(a?), F (a?), f'(.r), F'(a?) restera con- 
tinue, et conservera le même signe depuis la valeur particulière de r 
représentée par a-„ jusqu’à une valeur très voisine x — X, on pourra, 
en vertu de la formule (i) de la quatrième Leçon, choisir la quantité \ 
de manière à vérifier l’équation 

, , IL X > _ 

(9) F(Xj“.F'(Ô' 

Si maintenant la quantité X vient à se rapprocher indéfiniment de la 
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limite <r 0 , il en sera de même, à plus forte raison, de la quantité 5, et 
le second membre de l’équation ( 2 ) aura évidemment pour limite la 
valeur de la fraction 


correspondante à x — x 0 . On peut donc énoncer la proposition sui- 
vante : 

f( r) 

Théorème I . — Lorsqu une valeur particulière du rapport se pré- 
sente sous la forme -> cette valeur coïncide avec la valeur correspondante 
du rapport p --. 

Exemples. — En vertu du théorème qui précède, on aura, pour 


X — — O y 


e x — e~ x e. x -f- e~ x 


sin.r cos«r 


sin.r 2x oos.r z 


sin x cos x 


pour X = I, 

1 x i x — 11 i x — r i t 

X- I X 9 x ' 2 — I 2 X 2* X u — 1 nx 11 ”' 

11 est bon d’observer que l’équation ( 2 ) et le théorème I s’étendent 
au cas même où la constante x a devient infinie. Seulement X et <* 
représentent alors deux quantités dont les signes sont les mêmes que 
celui de x 0 , et dont les valeurs numériques sont très grandes, la 
valeur numérique de \ étant supérieure h celle de X. 

Si les fonctions f'( x ), F'(a;) s’évanouissaient à leur tour pour x = x ÿ , 

la valeur particulière du rapport se présenterait elle-même sous 
la forme et coïnciderait, en vertu du théorème 1, avec la valeur 
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correspondante du rapport 

ru-) 

F"U)’ 

dont les' deux termes sont les dérivées du premier ordre de f'(.r) et 
de F'(a?). Si les fonctions f"(;r), Ÿ"(x) s’évanouissaient encore, il 
faudrait, pour obtenir la valeur cherchée de s, recourir à la fraction 

ruo 

F" U)’ 

etc. En continuant ainsi, on déduira sans peine du théorème f celui 
que nous allons énoncer. 

Théorème II. — Lorsque les fondions 


( 4 ) 


l EU), l ,v (.r ), F"(.r), ..., 
( f(.r), • f'(x-), f"U), .... 


s' évanouissent toutes pour la valeur particulière x = x n , la valeur cor- 
respondante du rapport 

fU) 


(0 

coïncide avec celle du rapport 


(3) 


Eu) 


) ' 


Exemples. — En vertu du théorème II, on aura, pour x = o, 


- cos.r sin.r cos.r 

X* 2 x 2 

— c~ x - - 2 æ & r -h c~ x - 


,r sin.r i i — cos.r 
X* 3 x 1 


G’ 


nX . /> X 


X — S III J? 


t — cos.r 


Sin.r 


e x -+- e~ x 
cos.r 


a» 


Si, dans les théorèmes I et II, on fait, pour abréger, 

y, F(.r} = ~> 


on aura, en vertu de ces mêmes théorèmes, et pour x = x { 
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ou bien 


( 7 ) 


Y y (n) cl" y 

~z ~~ ~~ dÿz ' 


L’équation (6) suppose que, pour x = x 0 , la valeur de 4 se présente 

sous la forme indéterminée -> et l’équation (7) que les valeurs cor- 
respondantes de 


y y 

If ’ ~Zn 


(n-\) 


y 


se présentent encore sous la même forme. 

Si la valeur particulière x — x 0 rendait infinies les deux fonctions 
y - f(a') et s = F(ir), elle réduirait à zéro les deux suivantes 


(«) 


1 1 

y à 1 


et, comme les dérivées de ces dernières sont respectivement 


(9) 


y 

, 

y- 


on aurait, pour x — x 0 , en vertu du théorème 1, 


y' i 

y 2 y 


ou, ce qui revient au même, 



^ yi 

En multipliant par ~ les deux membres de la formule précédente, on 
en conclura 

y' __ y 


Par conséquent, l’équation (6) s’étend au cas même où la fraction 
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— — se présente sous la forme indéterminée et l’on peut 
joindre encore au théorème I celui que nous allons énoncer. 


f , jV r \ 

Théorème III. — Lorsqu une valeur particulière du rapport se 
présente sous la forme indéterminée ? cette valeur coïncide avec la 


valeur correspondante du rapport y- 


r(*) 


F '(./•) 


Exemple . — On a, pour# — o, 


x sin-.r siiiæ . 

rrr — S1I1 X ~~ SI 11 JC “ O. 

COt, X X X 


Corollaire. — Le théorème 111 s’étend, ainsi que le premier, au cas 
même où la valeur particulière attribuée à la variable x devient 
infinie. Par suite, lorsque la valeur numérique de la fonction f(.r) 
croît indéfiniment avec celle de la variable x, on a, pour x = ± sc , 


Concevons, par exemple, que l’on égale successivement f(.x) aux 
deux fonctions 

A*, Le, 

A désignant un nombre supérieur à l’unité, et L(.r) un logarithme 
pris dans le système dont la base est A. Comme les dérivées de ces 
deux fonctions, savoir 

. . . Le 

A* IA cl — > 

X 

deviendront, la première infinie, et la seconde nulle, pour des valeurs 
infiniment grandes de la variable x , on tirera de la formule ( 10 ), en 
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faisant converger x vers la limite oo, 


(-0 

A* 
lirn — 

x 

(.2) 

.. J-** 

Il 11V — 


X 


Il résulte des formules (n) et (12) : i° que, dans le cas où l'on sup- 
pose A > 1 . V exponentielle A x finit par croître beaucoup plus rapidement 
que la variable x ; 2 0 que les logarithmes des nombres, dans un système 
dont la base surpasse l’ unité, croissent moins rapidement que les nombres 
eux-mêmes. 

Si le*s fonctions dérivées f'(;r), F'(a-) devenaient l’une et l’autre 
infinies, la valeur particulière du rapport se présenterait à son 
tour sous la forme et coïnciderait, en vertu du théorème III, 

± CO 

avec la valeur correspondante du rapport 

F"(i) 

dont les deux termes sont les dérivées du premier ordre de f'(a - ) et 
de F(.r). Si les fonctions i'"(x), F"(.r) devenaient elles-mêmes infi- 
nies, on serait obligé de recourir à la fraction 

n» 

¥'C*V 

etc. En continuant ainsi, on déduira sans peine du théorème III la 
proposition suivante : 

Tiikokème IV. — Lorsque les fonctions (4) deviennent toutes infinies 
pour la valeur particulière x =■ x 0 , la valeur correspondante du rapport 

s- 

S F ( æ ) 


(>) 

coïncide avec celle du rapport 
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Exemple. — Soit a une constante positive, et n le rfombre entier 
immédiatement supérieur à cette constante. En vertu du théorème IV, 
on aura, pour x = cc, 

» 

x a _ a\ci — i) . . .(a — /H- \ )æ a ~ n _ a{ a — i) . . . (a — n 1 ) __ 
e x „ ‘ g* x n ~ a e r 

f 

ou, ce qui revient au même, 

(i3) x a er* — o. 

Les théorèmes ci-dessus établis servent à fixer les valeurs des frac- 
tions qui se présentent sous l’une des formes ^ ou Il est essen- 
tiel d’ajouter qu’on en déduira sans peine les valeurs des fonctions 
d’une seule variable qui se présenteraient sous l’une des formes indé- 
terminées 

oX±», o°, oo", i-“, .... 

Ainsi, en particulier, si l’on désigne par / et s deux fonctions de x 
qui deviennent, pour x = x n , la première nulle, la seconde infinie, la 
valeur de la fonction 

('4) s~-yz, 

correspondante à x = x 0 , prendra la forme ox±x, et coïncidera 
évidemment avec celles des rapports 



y 


qui pourront être déterminées à l’aide des théorèmes I, II, 111 ou IV, 
attendu qu’elles se présenteront sous les formes ^ et On aura, 
par exemple, pour x — oo, en vertu du théorème I, 


(i5) 


e~ x 1 x 


\x 

e x 



4 ' 


OE livres de C . — S. U, l. IV. 
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et, pour x =t>, en vertu du théorème III, 


(16) 

x\ 

I X X~~ x 

— æ ™ 0, 

x~ l — x~ 2 ~ 

(' 7 ) 

X a I X ~ 

1 æ x~ l 

* 

æ a 

æ~ a — aæ~ (l ~ l 

a 


a étant une constante positive. De même, si Fes fonctions y et s sont 
telles, que l’on ait, pour x = x a , 


ou bien 

ou bien encore 
la valeur de 


y " o et z — o 

y~cc et - — o, 

y — i et :~±oc, 


( 18 ) s — y-, 

correspondante à x = x 0 , se présentera sous l’une des formes indéter- 
minées 

o\ 00% l ±,c . 


Or, pour obtenir cette valeur, il suffira d’observer qu’on a, en vertu 
de l’équation (18), 


et, par suite, 

('9) 


.s' — - 


iL 
e z ' 


puis de fixer la valeur du rapport 


( 30 ) 




à l’aide des théorèmes I, II, III ou IV. Ainsi, par exemple, on déduira 
immédiatement des théorèmes I et III, combinés avec la formule (19), 
la proposition suivante : 

Théorème ,V. — Lorsqu’une valeur particulière de l' expression y 1 se 
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Drésente sous l’une des formes indéterminées o # , oc # , i**, cette valeur 
coïncide avec la valeur correspondante de l’exponentielle 

y'~' 

(21) e . 

Corollaire I. — Soient y = f(x) et z = x, f(x) désignant une fonc- 
tion qui s’évanouisse avec la variable x. On trouvera, pour une valeur 
nulle de cette variable, 

f't x) 

(22) [f( = e 

Ainsi, par exemple, on aura, pour x — o, 

(23) x x =e~- r =i. 

Corollaire II. — Soient y — ï(x) et z = -, f(x) désignant une 
fonction dont la valeur numérique croisse indéfiniment avec celle de 
la variable x. On trouvera, pour x = 00 , 

( 24 ) [f(tf)f:= e ^ 

puis, en posqnt f(a?) = x, 

I I 

( 25 ) .T' — e' — i. 

Corollaire III. — Soient y — x et z = F(a;), F(a?) désignant une 
fonction qui acquière une valeur infinie quand la variable x se réduit 
à l’unité. On aura, pour x = 1 , 

, _ Kl.i-I p . 

(26) Æ .F (.>•)-_. e 

puis, en posant F(a?) = 

_L- — 1 j 

(»7) = e 

Nous ne nous arrêterons point à considérer diverses formes indéter- 
minées que pourraient présenter les valeurs particulières des fone- 
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lions d’une seule variable, mais que l’on réduirait facilement à celles 

que nous avons considérées, par exemple les formes i 5 , ÿ£ê f etc.; et 
nous terminerons cette Leçon en observant que l’on peut simplifier, 

dans plusieurs cas, l’application des théorèmps I, II à l’aide de 

quelques artifices d’analyse, tels que la décomposition des fonctions 
en facteurs. Ainsi, l’on aura, en vertu du théorème I, et pour x — o. 



etc. 
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SIXIÈME LEÇON. 

SUR LES DÉRIVÉES DES FONCTIONS QUI REPRÉSENTENT DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES. 


Soit /( i) une (onction réelle qui s’évanouisse eu .même temps que 
la variable i, et prenons cette variable pour base d’un système de 
quantités infiniment petites. Soit de plus a un nombre constant 
rationnel ou irrationnel. D’après ce qui a été dit dans les Prélimi- 
naires, /(i) sera un infiniment petit de l'ordre a, si la limite du 
rapport 


est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a, et infinie 
pour toutes les valeurs de r plus grandes que a. Cela posé, il sera 
généralement facile de fixer l’ordre d’une quantité infiniment petite. 
Seulement, pour y parvenir, on devra, dans certains cas, évaluer des 
expressions qui se présenteront sous une forme indéterminée, il l’aide 
des principes établis dans la Leçon précédente. Ainsi, par exemple, si 
l’on considère le produit 

( 2 ) I l, 

on reconnaîtra sans peine : i° que ce produit s’évanouit avec la va- 
riable t, aussi bien que le produit x n \x avec la variable x [ voir la for- 
mule (17) de la page 322]; 2 0 que le rapport 


s’évanouit pareillement pour des valeurs positives de a — r, et acquiert 
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une valeur infinie pour des valeurs positives de r— a. Donc l’expres- 
sion (i) sera une quantité infinimenj. petite de l’ordre p. 

De même, puisque la fonction 


s’évanouit avec i, tandis que le rapport 

i a _ i a ~ r _ i 
i r h' I i i r ~“ 1 i 

se réduit à zéro pour des valeurs positives de a — r, et à ^ pour des 
valeurs positives de r — a, on peut encore affirmer que l’expres- 
sion ( 3 ) est un infiniment petit de l’ordre a. On doit en dire autant 
des produits 

. ... i a e‘ 

iae ‘ U < T T’ 

que nous avons déjà considérés à la page 282 des Préliminaires, et que 
l’on forme en multipliant l’expression (2) ou ( 3 ) par un nouveau fac- 
teur e‘, qui reçoit la valeur finie 1 pour 1 = o. 

Lorsque, dans l’expression ( 3 ), on pose a — o, on obtient le rap- 
port 


qui est une quantité infiniment petite de l’ordre a = o. Effectivement 
ce rapport s’évanouit avec i. Mais, si on le divise par ï, on aura, pour 


1 = o, 


i 1 ' 1 i o 


l’exposant r ayant une valeur positive aussi petite que l’on voudra. 
On reconnaîtrait encore facilement que l’expression 


est une quantité infiniment petite de l’ordre 00. En effet, cette exprès- 
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sion s’évanouit pour i—o, et si, après l’avoir divisée par ï, on pose 
x , on trouvera, pour i — o, ou, ce qui revient au même, pour 
x = oo [voir la formule (i 3 ) de la page 32 1], 


l’exposant r ayant une valeur positive aussi grande que l’on voudra. 

Concevons à présent que, la fonction /(*) étant un infiniment 
petit de l’ordre a, l’on désigne par n le nombre entier égal ou immé- 
diatement supérieur à la constante a, le rapport 

/(O 

i“ 


sera en général le premier terme de la progression géométrique 


( 7 ) 



/(O 



(|ui cessera de s’évanouir pour i = o, ou, ce qui revient au même, 
d’être une quantité infiniment petite. On doit seulement excepter 
certains cas particuliers dans lesquels la constante a coïncide avec le 
nombre entier n. En effet, le rapport 


que l’on* déduit de l’expression (i), en posant r = a, peut obtenir, 
pour i = o, comme on l’a remarqué dans les Préliminaires (page 282), 
une valeur finie ou nulle ou infinie. Or, quand ce rapport s’évanouit 
avec i, et que l’on a d’ailleurs a — n, il est clair que l’expression 

/ ï .Ai) 

(9) £« 4-1 


est le premier terme de la progression (7), qui cesse d’être une quan- 
tité infiniment petite. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on 
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prend pour /(*) la fraction 

$ 


dont la valeur devient nulle pour i = o. En résumé, le premier terme 
de la progression (7), qui cessera de s’évanouir avec », sera toujours 
l’une des expressions (6) ou (9). Cela posé, si l’on fait converger » 
vers la limite zéro, et si l’on a égard aux théorèmes I et II de la Leçon 
précédente, on trouvera successivement 


lim/(<j =0, 

lim = lim /'(»') = o, 


nm m =Km rn =0 , 


I . 2 


OU 


lim 


fini 


/(») 


lim 


/•(»-')(/) 


1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 ) 


- o, 


/(£) _i im / ( »>(Q _ / (B ) ( o) 


j . 2 . 3 .. .11 i.2.3.../< 


/•(o) —0,, 

/'( o) =0, 

/"(o) =0, 

» 



/< — «J(o)=.0, 

/<“>( o) = i.a. 3 . ..«lim^- 


Donc, si l’expression (6) ne s’évanouit pas avec », f w (o) sera la pre- 
mière des quantités 

(•>) /(o), /'(O), /»( O),, /'(o), ... 

qui obtiendra une valeur différente de zéro. Au contraire, si l’expres- 
sion (6) s’évanouit avec »’, la quantité 

(12) /('O(o) — 1 .2, 3 . . ./» lim^p 

sera encore nulle, et l’on aura, par suite, 

Dm m =ün f-ija .... = _Œü_, 

i n ^ 1 i.î. 3 ...«(/ï + i) 1 . 2 . 3 . . . fi ( n 4 - 1 ) 

/('i+d ( o) — , . 2.3. . ./»(/» —h 1) lim — 


Alors, l’expression (9) ne s’évanouissant pas avec », / (,,) ( o) sera le 
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premier terme de la série (n) qui obtiendra une valeur autre que 
zéro. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Désignons par f(i) une quantité infiniment petite , qui 
soit de V ordre a dans le système dont la base est i, et par n le nombre 
entier égal ou immédiatement supérieur à la constante a. Si ion a n^> a, 
ou si, a étant égal à n, le rapport 

AJ) 

i n 

n acquiert pas une valeur nulle pour i — o, 

(.3) /<»'(£) 

sera la première des fonctions 

04) . /(O, AO* AO* AO, ... 

qui cessera de s évanouir avec i. Mais si ion a n — a , e/ r/c plus 


0*0 



pour / — o, 


/e premier terme de la série ( 1 4 ) qui cessera de s évanouir avec i sera la 
fonction 

(i(>) A-AO. 


Soit maintenant f(a?) une fonction réelle de x, tellement choisie», 
que le rapport 


s’évanouisse pour x — o. Si l’on considère la variable x comme repré- 
sentant une quantité infiniment petite du premier ordre, i\x) sera 
un infiniment petit d’un ordre égal ou supérieur à n; et l’on conclura 
du théorème I que les fonctions 


f(.r), f'(A, f"(A, 


4 * 
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s’évanouiront toutes pour x = o. Par suite, le théorème IV de la qua- 
trième Leçon entraînera celui que nous allons énoncer. 

Théorème II. — Supposons que, les fonctions 

f(x), f'(a-), f"(x), .... f«»(*) 

étant continues depuis x — o jusqu’à x — h, le rapport 


s évanouisse avec la variable x. Alors, si ion attribue à x , ou la valeur h, 
ou une valeur comprise entre les limites o, h , on pourra trouver un 

S 

nombre 0 inférieur à i , et propre à vérifier la formule 

( 1 8 ) i(x) X' — -'f<" i (ô.r). 

Corollaire. — Lorsqu’on prend n — i, l’équation (18) se réduit à 

(19) f(ar) x f'(0.r). 

Cette dernière s’accorde avec l’équation (ïo) de la quatrième Leçon, 
et suppose : i° que la fonction f(x) s’évanouit avec x; 2 0 que les 
fonctions f(.r), f\a?) restent continues entre les limites x o, x //, 
la fonction dérivée pouvant d’ailleurs admettre une valeur infinie ou 
une solution de continuité pour x — o. Ajoutons que l’on déduit aisé- 
ment de l’équation (19) les propositions suivantes : 

Théorème 111 . — Soit ï(x) une fonction réelle qui s'évanouisse avec la 
variable x . Si cette fonction et sa dérivée f'(.r) restent continues entre les 
limites x -- o, x — h, h désignant une quantité dont la valeur numé- 
rique peut être supposée très petite , zéro sera la valeur unique ou l une 
des valeurs que prendra le rapport 


pour x — o. 

Démonstration. — Il suffît évidemment de démontrer le théo- 
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rème III dans le cas où la fonction dérivée f'(x) s’évanouit, en même 
temps que f‘(ar), pour la valeur particulière attendu que la 

valeur correspondante du rapport nulle dans toute autre hypo- 

thèse, se présente alors seulement sous la forme indéterminée Or, 

si l’on divise par ï'(x) les deux membres de la formule ( 19 ), on en 
tirera 

. , Ux) f'(0x) 

2 0 (T, T = X • 

t(-r) < (x) 

Cela posé, concevons que, f'(o) étant nul, on fasse décroître indéfini- 
ment la valeur numérique de x. Comme Ox désigne une quantité com- 
prise entre zéro et x, f'(Ox) convergera plus rapidement que ï'(x) 

vers la limite zéro; d’où il résulte que la fraction — ~ obtiendra une 

f'(Ox) 

multitude de valeurs inférieures à l’unité, et le produit - une 

multitude de valeurs sensiblement nulles. Donc la limite ou l’une des 
limites vers lesquelles convergeront ce même produit et le rap- 
port ( 20 ) qu’il représente sera égale à zéro. 

Corollaire I. — Le théorème 111 peut être aisément vérifié à l’égard 
des fonctions 

, . . i 

(22 ) smx, 1 — coSvT, e , X* sin-> •••• 

Il subsiste dans le cas même où la fonction f(.r) ne reste réelle ou 
infiniment petite qu’autant que l’on attribue à la variable x des 
valeurs infiniment petites affectées d’un certain signe, comme il 
arrive, par exemple, quand on prend pour f(.r) l’une des fonctions 

(23) \'x, e t: Vr ' , .... 

qui cessent d’être réelles ou infiniment petites, lorsqu’on donne à x 
des valeurs infiniment petites, mais négatives. Enfin ce théorème 
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peut subsister, quoique la fonction dérivée f'(x) devienne discon- 
tinue pour# — o. Ainsi, en supposant 

(a4) f(.r) =.r sin^i 

on trouvera que la fonction dérivée 

(a5) f'(a-)=sin- -cos-- 

N ' r r 'V 


devient indéterminée, par conséquent discontinue, pour x = cr, et, 
si l’on fait alors converger x vers la limite zéro, la valeur du rap- 
port (19), tirée des équations (24) et (20), savoir 


(» 6 ) 


f(.r) 

ÎV) 


X 

1 1 

I — col - 

X X 


admettra un nombre infini de limites, dont l’une sera égale à zéro. 

Corollaire IL — Supposons que, la fonction t(x) et ses dérivées 
successives, jusqu’il celle de l’ordre n — i, étant continues, dans le 
voisinage de la valeur particulière x — o, les n quantités 


(>• 7 ) 


l'(o), .f'(o), I», •••, ( o) 


s’évanouissent, et concevons que la valeur numérique de x vienne à 
décroître indéfiniment. Zéro sera la limite ou l’une des limites vers 
lesquelles convergera chacun des rapports 

,„ 0N f(.r) f‘(.r) ("(x) r 

( &) f(.r)’ fV)’ r(j;j’ D»i(,r) ’ 


et, par conséquent, leur produit ou le rapport 


On peut en dire autant des expressions 


(3o) 


JV) f"(£)_ 

f‘«î (jr) * f»»' (.*■)’ 
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que l’on obtient en multipliant les uns par les autres quelques-uns 
des rapports dont il s’agit. 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème III, zéro sera la valeur unique ou l'une des valeurs que prendra le 
produit 

( 3 1 ) xï\œ) 

pour x = o. 

Démonstration . — Le produit (3r) s’évanouit évidemment avec la 
variable x , lorsque la fonction dérivée f'(.r) conserve une valeur finie 
pour x = o. Si cette même fonction devenait infinie pour une valeur 
nulle de x , alors, en faisant converger x vers la limite zéro, on tire- 
rait de l’équation ( 19 ), multipliée par 0 , 

o ■ lim [0 f(.z?)] — lim [ 0 x f ( Ox ) ]. 

Donc zéro serait encore la valeur unique ou l’une des valeurs que 
prendrait le produit Q#f'(Q.:r) pour une valeur nulle de Ox, et par 
conséquent la valeur unique ou Tune des valeurs que prendrait le 
produit x f'(,r) pour x = o. 

Corollaire. — Le théorème IV continue de subsister dans le cas où 
la fonction f( x) ne reste réelle ou infiniment petite qu’autant que 
l’on attribue à la variable x des valeurs infiniment petites affectées 
d’un certain signe, comme il arrive quand on prend pour f(a?) l’une 
des fonctions (23). Il peut même subsister dans le cas où la fonction 
dérivée f(a?) devient discontinue pour x = o. Ainsi, par exemple, si 
ron pose 

{‘(.r) x sin - » 

le produit 

ft/ v .1 I 

x I ( jt) x sin cos — 

X X 

admettra, pour une valeur nulle de x, une infinité de valeurs qui 
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seront toutes renfermées entre les limites — i, 4-1 et dont Tune 
sera égale à zéro. 

Théorème V. — Soit f(x) une fonction réelle qui obtienne , pour 
x = o, une valeur finie et déterminée f (o). Si cette fonction et sa 
dérivée f'(x) restent continues entre les limites x o, x = h, h dési- 
gnant une quantité dont la v>aleur numérique peut être supposée très 
petite , zéro sera la valeur unique ou r une des valeurs que prendra le 
rapport 

(3a) x J \ x ) 

pour x = o. 

Démonstration . — Pour déduire le théorème V du théorème IV, il 
suffit évidemment de poser 

f(x) /(o). 

On établira encore sans difficulté le théorème dont voici l’énoncé : 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème ///, 
considérons la variable x comme un infiniment petit du premier ordre , et 
supposons que le rapport 

<»> W 

se réduise , pour une valeur nulle de x , à une constante déterminée . La 
fonction réelle ((x) sera une quantité infiniment petite dont l’ordre aura 
généralement pour mesure la constante dont il sagil . 

Démonstration . — Désignons par a l’ordre de la quantité infiniment 
petite ï(x), et faisons de plus 

f ( X ) 

( 34 ) - ^ a '- ~ - 9 ( oc ) ou f ( x a y ( ./ ) . 

Comme on tirera de l’équation (34), en diflerentiant les logarithmes 
de ses deux membres, 

x(\x) _ xo’(x) 

— — fl — > 

H*) <?(*■) 


(35) 
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il suffira, pour établir le théorème IV, de prouver que la valeur du 
rapport 

x y'(æ) 


( 36 ) 


<jp(x) 


correspondante à x — o, est généralement nulle, quand elle n’est pas 
indéterminée. On y parviendra effectivement comme il suit. 

La fonction f'(.r) étant un infiniment petit de l’ordre a, la limite du 
rapport 

f (- r) 


(37) 


f_(£) 

x r 


sera nulle, pour des valeurs positives de a — r, et infinie pour des 
valeurs positives de r — a. Donc, si l’on désigne par z un nombre 
aussi petit que l’on voudra, les deux fonctions 


f 38 ) 


x i a ( x ) , 


x- 

?(•*•) 


s’évanouiront en même temps que la variable x. Cela posé, conce- 
vons que le rapport (30) se réduise, pour a:--- o, à une constante 
déterminée c. Si la constante c n’est pas nulle, et si d’ailleurs la 
fonction z(x) reste affectée du même signe depuis la valeur parti- 
culière x — o jusqu’à une valeur très voisine x ~ X, les dérivées 
des expressions (38), savoir 


( -»9 ) 


[ , x cp'(.r f 

1 £ "f 

1 

,ro'{æ) 

L ?u\> 

? ( X ) 

0 ( i ) 


se réduiront constamment, pour de très petites valeurs numériques 
de x et de z, à des quantités affectées des mêmes signes que les pro- 
duits 

ex*-' <?{X), 


c.r‘ 


Q{X) 


Supposons maintenant la quantité X assez rapprochée de zéro pour 
que les fonctions (38) et (3ç)), dont les deux dernières deviennent 
infinies quand x s’évanouit, restent finies et continues entre les 
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limites x — o , a? = X. 11 existera entre ces limites ( voir le corol- 
laire I du théorème II de la quatrième Leçon) une valeur de x pour 
laquelle le rapport des expressions ( 39 ), c’est-à-dire le produit 

xy'(x) 


xcpV) 


9(.r) 

sera équivalent au rapport des quantités 

X £ 


X e o( X ), 


<p(X>’ 


c'est-à-dire à l’expression 


[?(X)?. 


On pourra donc assigner à X et à x des valeurs numériques très 
petites, et propres à vérifier l’équation 


( 40 ) 


x o'(.r ) 

£ -( L 

?(,C) 

- _ x JÔ.£l 


fœfXV 

L?ûT. 


puis on en conclura, en faisant converger X vers la limite zéro, 

- C 


£ -f- 
£ 


L 9 ( JT ) J 


Or celte dernière condition ne peut être satisfaite, quelle que soit la 
petitesse du nombre z, tant qu’on suppose la constante c différente 
de zéro. Donc, puisque z peut décroître indéfiniment, cette constante 
ou la limite du rapport (36) sera nécessairement nulle. En consé- 
quence, on tirera généralement de l’équation (35) 


(10 


xf'(x) 

lim — — a. 

t(J-) 


.Cette dernière formule comprend le théorème qu’il s’agissait de 
démontrer. 
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Corollaire I. — Le théorème VI peut être aisément vérifié il l’égard 
des fonctions 

/y 'Cl /y » CL nX rtnO, /) — X 

y kAs O y *JU C y * y 

qui sont toutes de l’ordre a. Ce théorème subsiste, dans le cas même 
où la fonction t'(x) ne reste réelle ou infiniment petite, qu’autant 
que l’on attribue à la variable x des valeurs affectées d’un certain 
signe, comme il arrive, par exemple, quand on prend pour f(;r) l’une 
des fonctions 

1 n 1 1 

I T, . X a , , - 

- — ? x , x a \x , - — » æ a 1 1 x, e a , æe r , .... 

\x ix * 


qui sont la première de l’ordre zéro, la seconde de l’ordre la troi- 
sième, la quatrième et la cinquième de l’ordre a , les deux suivantes 
d’un ordre infini, etc. 

Corollaire IL — Si, la fonction réelle f(a?) étant infiniment petite 
et de l’ordre a , la valeur numérique et le signe du rapport 


devenaient indéterminés pour x ~ o, on ne pourrait plus choisir 
X de manière que ce rapport ne changeât pas de signe entre les 
limites x — ~ o, x ~~ X ; et l’expression 


ne se réduirait plus nécessairement au nombre a pour une valeur 
nulle de la variable x. Ainsi, par exemple, si l’on prend 

( U ) f (*) — r sin ~ » 

on trouvera 


" — i, 


x f ; (.r) 

* <*u-r 


I . * 

— cot 
x x 


( 44 ) 
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Or, si l’on. fait converger x vers la limite zéro, le second membre de 
l’équation (44) convergera vers une infinité de limites distinctes, et 
non pas seulement vers la limite i . 

Si la fonction f(æ) devenait imaginaire, il pourrait arriver qu’au- 
cune des valeurs de l’expression (33), correspondantes à o, ne 
se réduisît à la constante a. Supposons, pour fixer les idées, 

( 4 *> ) f(-r) x a j^cos d- + y/'— i sin ^ 'j ,r“ e‘ ' ' , 

f( x) sera un infiniment petit de l’ordre a, et l’on trouvera 


Or il est clair que l’expression (. 46 ) acquerra nécessairement une 
valeur infinie pour une valeur nulle de x. 

Les quantités infiniment petites, dont les ordres se réduisent à des 
nombres entiers, olfrent quelques propriétés dignes de remarque, 
qui se déduisent immédiatement, de la formule ( 12 ), et sont renfer- 
mées dans les propositions suivantes : 

Théorème VII. — Soient f(i) une quantité infiniment petite, prise' 
dans le système dont la base est i, et / ! ">( o) le premier terme de la 
série (11) (pu ne s’évanouisse pas. Supposons d’ailleurs que ce terme 
obtienne une valeur déterminée qui diffère de zéro. Le rapport 

f(i) 

i " 

sera, pour de très petites valeurs numériques de i, affecté du même signe 
que la quantité /" (o). 

I11ÉORÈME MIL — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème VII, si n est un nombre pair, la fonction f(i) sera, pour de très 
petites valeurs numériques de i, constamment affectée, du même signe 
que la quantité /"‘(o). 
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Exemple. — Si l’on prend 

/( i)~e‘~ 2 cos i -t- e~ 

on trouvera 

/( «)--•= O, /'(o) = o, /"(O) = 4. 

Ainsi l’on aura, dans le cas présent. 

« — a, /<">(o )—/"(«)> o. 
Donc, en vertu du théorème VIII, la fonction 

c' — a cos i -+- c ' 


sera constamment positive pour de très petites valeurs numériques 
de i. 

1 iii'.oiumk IX. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème VU, si le nombre n est impair, la fonction f( i ) changera de signe, 
en passant par zéro, avec la variable i. Alors la variable et la fonction 
dont il s agit seront, pour de très petites valeurs de i, affectées du même 
signe si la quantité f "' ( o ) est positive, et affectées de signes contraires 
si la quantité f" 1 (a) devient négative. 

Exemple. - Si l’on prend 

/(*) e ‘ — 2 si iu' — e~\ 

on trouvera 

/(O)-- °> /'(o) — o, /"(o) — O, /"'( O) 4. 

Ainsi l’on aura, dans le cas présent, 

n 3 , /<"'(<)) -/"'(o) > o. 

Donc, en vertu du théorème IX, la fonction 

e‘ a sin i — e ' 


sera, pour de très petites valeurs numériques de la variable i, affectée 
du même signe que cette variable. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

SUR LES MAX 1)1 A UT MINIMX DES FONCTIONS RÉELLES r’üNE SEULE VARIABLE. 


Lorsqu’une valeur particulière de la fonction /(x) est réelle et 
surpasse toutes les valeurs réelles voisines, c’est-à-dire toutes celles 
qu’on obtiendrait en faisant varier x en plus ou en moins d’une 
quantité très petite, cette valeur particulière de la fonction est ce 
qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f{x) est réelle et 
inférieure à toutes les valeurs réelles voisines, elle prend le nom 
de minimum. 

Cela posé, il résulte évidemment de ce qui a été dit dans la qua- 
trième Leçon (voir le corollaire I du théorème 1) que, si les deux 
fonctions f(x)\ f‘(x) sont continues dans le voisinage d’une valeur 
donnée de la variable x, cette valeur ne pourra produire un maximum 
ou un minimum de f(x) qu’en faisant évanouir /'(x). En partant de 
cette remarque, on résoudra facilement la question suivante : 

Problème. — Trouver les maxima el les minima d’ une fonction réelle 
de la seule variable x. 

Solution. — Soit f \x) la fonction proposée. On cherchera d’abord 
les valeurs de x, pour lesquelles la fonction cesse d’être continue. 
A chacune de ces valeurs, s’il en existe, correspondra une valeur 
de la fonction elle-même, qui sera ordinairement ou une quantité 
infinie, ou un maximum, ou un minimum. 

On cherchera, en second lieu, les racines de l’équation 
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avec les valeurs de x qui rendent la (onction f'{x) discontinue, et 
parmi lesquelles on doit placer au premier rang celles que l’on 
déduit de la formule 

( 2 ) /'( X ) ± OD OU =: O. 

Soit x = x„ une de ces racines ou une de ces valeurs. La valeur 
correspondante de /(x), savoir J(x n ), sera un maximum si, dans 
le voisinage de x = x 0 , la fonction dérivée /'(x) est positive pour 
x<^x 0 , et négative pour a?>a? 0 . Au contraire, f(x n ) sera un mi- 
nimum si la fonction dérivée. f(x ) est négative pour x<^x 0 et posi- 
tive pour x^>x„. Enfin, si, dans le voisinage de x — x„, la fonction 
dérivée f'(x) était constamment positive ou constamment négative, 
la quantité f(x u ) ne serait plus ni un maximum, ni un minimum. 

Exemples. - Les trois fonctions 


qui deviennent discontinues, en passant du réel à l’imaginaire, tandis 
que la variable x diminue et passe par zéro, obtiennent, pour x = o, 
une valeur nulle qui représente un minimum de la première, et un 
maximum de chacune des deux autres. 

Les deux fonctions 

(4) -r\ x\ 

dont les dérivées, savoir 

(•>) ---i’ 

3.r : ‘ 

passent du négatif au positif, en se réduisant à zéro ou à l’infini, 
tandis que la variable x s’évanouit en passant du positif au négatif, 
ont l’une et l’autre zéro pour valeur minimum. Quant aux deux fonc- 
tions 


( 6 ) 


OC^ 00 ^ 
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dont les dérivées 


(/) 3#*, — -j- 

3 a; 3 

deviennent encore nulles ou infinies pour x x 0 , mais restent posi- 
tives pour toute autre valeur de elles n’admettent ni maximum, ni 
minimum. 

La fonction 

(8) a 2 4- p x -h (j 

resle continue, ainsi que sa dérivée, pour toutes les valeurs possibles 
de æ. Mais cette dérivée, savoir 

( 9 ) a x ~h /> 

s’évanouit pour x ~ et devient négative pour æ< - A posi- 
tive pour x > - On doit en conclure que la fonction ( 8 ) admet 

une valeur minimum correspondante il œ= — Cette valeur mi- 
nimum est 

Oo» (j — ~ ; 

a 

co qu’on vérifie sans peine en observant que la fonction dont il s’agit, 
peut être présentée sous la forme 



et qu’en conséquence elle surpasse toujours <7 — ~ > quand x diffère 

de — — • 

2 

Désignons maintenant par A un nombre supérieur à l’unité, et 
par Lx le logarithme de x, pris dans le système dont la base est A. La 
fonction 



aura pour dérivée 

(> 3 ) 
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A* / i 

x \ Le 


i 

x 


> 


et, comme cette dérivée est négative, nulle ou positive, pour une 
valeur de x supérieure à zéro, suivant que l’on suppose a;<Le, 
x — Le, ou x^> Le, il en résulte que la fonction (12} acquerra, pour 
x~ Le, la valeur minimum 


04 ) 

Au contraire, la fonction 

05 ) 

dont la dérivée, savoir 


e 

Le 


Lr 

, 

X 


(<(>) 


;lL« 


L x ) , 


est positive, nulle ou négative, pour une valeur de æ supérieure à 
zéro, suivant que l’on suppose x < e, x~c, ou .r > e, acquerra, 
pour x ~ (\ la valeur maximum 


Considérons enfin la fonction 


(18) æ a ti- r . 

Comme 4 sa dérivée, savoir 

(19) ^ — I ), 

sera positive, nulle ou négative, pour une valeur de x plus grande 
que zéro, suivant que Ton «supposera x<^a, x~ a , x > a , on peul 
affirmer que la fonction (18) acquerra, pour x^ a , la valeur maximum 

(?.o) a'*e ~ l \ 

Lorsque, afin d’obtenir les valeurs de x , qui fournissent des maxima 
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ou des minima de la fonction f(x), sans rendre cette fonction ou sa 
dérivée f'(x) discontinue, on a déterminé les racines réelles de 
l’équation (i), alors, pour décider si chacune de ces racines produit 
un maximum ou un minimum de f(x), il suffit ordinairement de 
considérer la fonction dérivée du second ordre. En effet, soita? 0 l’une 
des racines dont il s’agit, et supposons que la valeur correspondante 
de /"( a;) se réduise à une quantité finie. A la racine a-„ répondra un 
minimum de f(x), si la fonction f(x) passe du négatif au positif, 
en devenant nulle pour a- = a' 0 ; c’est-à-dire, en d’autres termes, si la 
fonction f(x) croit avec la variable x dans le voisinage de la valeur 
particulière x — x ü . Or cette dernière condition sera remplie (voir le 
théorème 1 de la quatrième Leçon), si la dérivée de /'(x), savoir 
f"(x), est toujours positive ou nulle pour des valeurs de x très peu 
différentes de a* 0 , par conséquent, si la quantité f"(x„) offre une 
valeur finie et positive, ou bien une valeur nulle, mais qui représente 
un minimum de f"(. r). Au contraire, f(x a ) sera un maximum de 
f(x), si, f'(x„) étant nulle, la fonction /'(x) diminue pour des 
valeurs croissantes de x, dans le voisinage de la valeur particulière 
x — x 0 , ce qui aura lieu (en vertu du théorème déjà cité), si la quan- 
tité /"(ay) offre une valeur finie et négative, ou bien une valeur 
nulle, mais qui représente un maximum de /"(x). On peut donc 
énoncer les propositions suivantes : 

Théorème 1. — Pour qu’une valeur de x propre à vérifier réquation 

(•) f\r)~o 

produise un minimum de la fonction f ( x ), il sera nécessaire, et il suf- 
fira, si la valeur correspondante de f"(x) est une quantité finie et déter- 
minée, que celte quantité soit positive, ou gu étant nulle elle représente 
un minimum de f"(x). 


Exemple. -• Si l’on prend 



on trouvera 
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/'(*) = 


A* 

X 





= (p- 

Donc alors la valeur x — Le, qui fera évanouir f'(x), réduira la 
dérivée _/"(.r ) à la quantité positive 


I 

X" 


/(*)-= 


A x 





À X 

et produira un minimum de la fonction proposée — • 
Soit encore 

f(x) — e* — 2 cos x 4 - e~*. 

On trouvera 


f\x) ™ c x h- 2 si ri ,r — e”*, 
/"(.**) -- 2 COS.r ’-r c _<r . 


Donc alors la valeur a? = o, qui fera évanouir f(x) et f (x), réduira 
la dérivée /"(a?) à la quantité positive i -+- 2 -f- 1 — 4 , et zéro sera 
la valeur minimum de la fonction proposée. 

Thkokèmk 11. — Pour qu'une valeur de x propre à vérifier l'équa- 
tion ( 1 ) produise un maximum de la fonction f( x ) , il sera nécessaire , 
et il suffira , si la valeur correspondante de /"(x) est une quantité june 
et déterminée y que cette quantité soit négative , ou quêtant nulle elle 
représente un maximum de f"(x). 

Exemple. — Si l’on prend 
on trouvera 

f(.c) = x“e~ r -- — (~ — |) /(x), 

44 
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Donc alors la valeur a? = a, qui fera évanouir la dérivée f'(x), réduira 
la dérivée /"(a?) à la quantité négative 

^ f(.v) =— a a ~'e- a , 

X* 

et produira un maximum de la fonction proposée x"e~ x . 

Concevons maintenant que, pour une valeur .r 0 de x, propre à véri- 
fier l’équation (i), sans rendre la fonction /( x ) discontinue, plu- 
sieurs termes consécutifs pris dans la suite des fonctions dérivées 

(2.) f\x), f"{x), ... 

s’évanouissent. Désignons par f {,,) (x) le premier de ceux qui ne 
s’évanouissent pas, et supposons que f {n) (x„) soit une quantité finie 
et déterminée. Pour que f(x a ) soit une valeur minimum ou maximum 
de /( x ), il sera nécessaire (en vertu des théorèmes 1 et 11) que 
/"(x 0 ) = ° soit une valeur minimum ou maximum de f"(x). Par 
suite, la première des quantités 

(22) /"'(•*•„), /’Vo) 

devra se réduire à zéro, et la seconde à une quantité positive ou néga- 
tive, ou bien à une quantité nulle, mais qui représente un minimum 
ou un maximum de / lv ( x ). Dans les deux premiers cas, on aura n = /j. 
Dans le troisième, on conclura encore des théorèmes I et II que 
la première des deux quantités 

(23) / V ('C«), / v, (.r 0 ) 

doit se réduire à zéro, et la seconde à une quantité positive, ou 
bien à une quantité nulle, mais qui représente un minimum ou un 
maximum de /"(x). Si la seconde des quantités (a3) diffère de zéro, 
on aura évidemment n — 6. En continuant de la même manière, on 
finira par reconnaître : i° que, si la valeur x — x 0 produit un mi- 
nimum de la fonction /(x), n sera un nombre pair, cl f w (x 0 ) une 
quantité positive; 2 ° que, si la valeur x = x 0 produit un maximum de 
la même fonction, n sera toujours un nombre pair, la quantité f l, ‘\x 0 ) 
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étant négative. En conséquence, on peut joindre aux théorèmes I ot II 
celui que nous allons énoncer. 

Tiiéoùème III. — Lorsqu’une valeur particulière de x, dans le voisinage 
de laquelle la fonction f ( x ) reste continue, fait évanouir les dérivées 
de f(x) dont l’ordre est inférieur à n, et réduit la dérivée de l’ordre n à 
une quantité finie et déterminée, la valeur correspondante de fi-v) ne 
peut être un maximum ou un minimum que dans le cas où la lettre n 
désigne un nombre pair. Dans ce même cas, la fonction f(x) deviendra 
un minimum, si la valeur de f n) ( x ) est positive, et un maximum si la 
valeur de f : "'(x) est négative. 

Exemple. — Si l’on prend 

/(.x) — e x -f- 2 co s x e~ x , 

on trouvera 

f'(.r) = t' r — a si n.r — e~ x , 

/"( x ) = e * — 2 cos J? 4 - e~ x , 

/'"(x) — e x H-2sinx — e~ x , 

y IV ( x ) — e x -\- 2 cos x + e~ x =z f(x). 

Donc alors la valeur x — o, qui i'era évanouir les fonctions dérivées 

f'(x), f\x), 

réduira la dérivée f"(x) à la quantité positive 14-24-1 = 4» (> t par 
suite la valeur correspondante de la fonction proposée f(x), ou le 
nombre 4 » sera un minimum de cette fonction. 

Le théorème III pourrait se déduire directement de la formule (19) 
(quatrième Leçon). En effet, pour qu’une valeur particulière de J(x), 
telle que f{x 0 ), soit un minimum, il est nécessaire, et il suffit, qu’elle 
soit surpassée par toutes les valeurs réelles voisines ou de la forme 
f(x 0 4- i), i désignant une quantité infiniment petite, c’est-à-dire, en 
d’autres termes, que la différence 


( 24 ) 


/(•'«+') —f(x 0 ) 
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reste positive, quand elle est réelle, pour de très petites valeurs 
numériques de la quantité i, et quel que soit d’ailleurs le signe de 
cette quantité. De même, pour que f(x 0 ) soit un maximum de /(x), 
il est nécessaire, et il suffit, que les valeurs réelles de la diffé- 
rence (24), qui correspondent à des valeurs de 1 très rapprochées de 
zéro, soient constamment négatives. Cela posé, si, la fonction /(x) 
étant continue dans le voisinage de la valeur particulière x — x 0 , les 
dérivées de /(x), d’un ordre inférieur ou égal à n, se réduisent, 
pour x — x„, les premières à zéro, la dernière à une quantité finie et 
déterminée, positive ou négative; alors, en attribuant à i une très 
petite valeur numérique, et désignant par 0 un nombre inférieur à 
l’unité, on aura [en vertu de la formule ( i<j) de la quatrième Leçon] 

(••*;» ) /(*•+/) — /(x 0) - ----- ^ - n Oi). 

Or il résulte évidemment de l’équation (20) que, pour de très petites 
valeurs numériques de i, la différence (a/j) sera une quantité affectée 
du même signe que le produit 

(af>) i" 

Par conséquent, si n est un nombre pair, cette différence changera de 
signe avec 1, et la quantité f(x 0 ) ne pourra être ni un maximum ni 
un minimum de f(x ). Au contraire, si n est un nombre pair, la diffé- 
rence (24), en s’approchant de zéro, restera, comme le produit (■>( i), 
et quel que soit le signe de i, constamment positive ou constamment 
négative, suivant que le second facteur du produit en question, savoir 
f : " \ ,r u i, sera lui-même positif ou négatif. Donc alors f(x a ) sera un 
maximum ou un minimum de f(x), suivant que la quantité f w (x n ) 
sera positive ou négative. Il est bon d’observer qu’on pourrait encore 
établir le théorème III en remplaçant, dans les théorèmes Vil, VII], 
IX de la Leçon précédente, la quantité infiniment petite f(ï) par la 
quantité infiniment petite J (x n + /) — f(x a ). 

Nous remarquerons, en terminant cette Leçon, que, si l’on désigne 
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par y la fonction f(x), les différents termes de la série (21) se pré- 
senteront sous la forme 


(37) 


dy d 2 y d\y 
dx 9 dx L ’ dx s ’ 


Alors l’équation (1) deviendra 

(28) dy — o. 

De plus, on peut évidemment affirmer : i° que, si 


d"y 

dx ' 1 


/ {n) (x) 


représente le premier terme de la série (20) qui obtienne, pour 
x = x {) , une valeur différente de zéro, d n y sera le premier terme qui 
remplira la même condition dans la série des différentielles 

(29) dy , d 2 y, d'y, 

2° que, si n est un nombre pair, la différentielle 

d" y ïr f {n \x) dx tl 

sera constamment affectée du même signe que la fonction dérivée 
f [n) (x). Cela posé, il est clair qu’on pourra substituer au théorème 111 
la proposition suivante : 


Tiiéouôu: IV. Soit y ~ f( x) une fonction donnée de la variable x. 
Pour décider si une racine de l'équation (28) produit un maximum ou 
un minimum de la fonction proposée , il suffira ordinairement de calculer 
les valeurs de d 2 y , d'y, d'y, . . . correspondantes à cette racine. Si la 
valeur de d 2 y est positive ou négative , la valeur de y sera un minimum 
dans le premier cas, un maximum dans le second. Si la valeur de d 2 y se 

réduit à zéro , on devra chercher , parmi les différentielles d'y, d s y 

la première qui ne s évanouira pas. Désignons celle-ci par d n y . Si n est 
un nombre impair, la valeur de y ne sera ni un maximum ni un mi- 
nimum. Si, au contraire , n est un nombre pair, la valeur de y sera un 
minimum toutes les fois que la différentielle d n y sera positive, et un 
maximum toutes les fois que la différentielle d n y sera négative . 
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Nota. — Il faut admettre, pour le théorème IV comme pour le 
théorème 111, que la fonction dérivée 


ti n y 

dx n 




conserve une valeur non seulement finie, mais encore déterminée, 
pour a? = a? 0 , et par conséquent que cette dérivée reste continue, 
ainsi que les fonctions 

i y(W 1 ) 

J ’ J » J » • * * > ./ > 

dans le voisinage de la valeur particulière .r 0 attribuée à la variable x. 
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DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION RÉELLE DE X SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES 
ET ENTIÈRES DE LA VARIABLE X, OU DE LA DIFFÉRENCE X — a, DANS LAQUELLE a 
DÉSIGNE UNE VALEUR PARTICULIÈRE DE CETTE VARIABLE. 


Lorsque, la fonction ('(a?) étant réelle et continue, avec ses déri- 
vées d’un ordre inférieur ou égal à n, depuis x = o jusqu’à x = h, 
le rapport 


s évanouit, en même temps que la variable x; alors, en supposant celle 
variable renfermée entre les limites o, h, on peut, comme on l’a fait 
voir dans la sixième Leçon (page 33o), trouver un nombre 0 infé- 
rieur à i et propre à vérifier la formule 

(2) ï(x)~ | ^ ^ f< " ) (0x). 

Or ce principe fournit un moyen très simple de développer les fonc- 
tions réelles d’une seule variable x suivant les puissances ascen- 
dantes et entières de cette variable, ainsi qu ’011 va le montrer en 
peu de mots. 

Soit /(x) une fonction réelle de x qui conserve une valeur finie, 
aussi bien que ses dérivées d’un ordre inférieur ou égal à n, pour 
une valeur nulle de x, et supposons d’ailleurs que les fonctions 

(3) /(*), /'(*), f "(.*), .... f w {*) 

restent réelles et continues depuis x = 0 jusqu’à x — h. On tirera 
successivement de l’équation ( 2 ) : 
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i° En posant f(a?) — f(x) — /(o) et n — i, 

( 4 ) /(x)—/(o)—x/'(0x), 

puis, en posant /'(a - ) ~/'(o) + P, 

p /(a) -/(o) -*./>) . 

* ~ a: ' ’ 

2 ° En posant (“(a;) — /(x) — /(o) — x /'(o) et « = a, 

(5) /(a) -/(o) - .r/'(o) -- f"(0x). 


puis, en posant f"(Qx) — /"(o) -h Q, 


, /(•*')—/( o ) — a /' ( o ) — --- /" ( o ) 


I . 2 


J" En posant f(.r) — /(a?) --/(<>) — a- /'(<>) — ~ -/"(o) et // 


i <>) /(a) -/(o) - a/'(o) - — /"(O) = ( ^- 3 y*(0.r), 


puis, en posant f'"(()x) --/"'(o) -t- R, 

/(a) -/(o) - a/'(o) - /"(o) - ^ /"'( o) 


. :> . o 


H 


j" 


(‘h*. En continuant de la meme manière et observant que les loin 
( ions 

P, — - Q, —TT R, 

1.2 1 . 2.3 

s’évanouissent toutes avec x, on établira définitivement l’équation 

(/(•'•) — f(o) — .r/'(o) -- —/'( o)-... 


(7) 


I 



ou 
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/(*) =/(<>) -h 7 /'(o) + -fr 2 /"( o) + . . . 

(8) 

( H - 7X37^ - ,] /(, ‘~ 1,(o) + 177X777 /‘"’O*)- 

il suit de la formule (8) que la fonction réelle /( x ) peut être consi- 
dérée comme composée d’une fonction entière de x, savoir 

(9) /(o) + y/'(o)+f^/"(o)+...4- — — 

1 1.2 1.2.0. . . ( /< | ^ ' 1 7 

et d’un reste, savoir 


— 7 f (n) (Ox). 

i . 2 . 3 . . . n J N ’ 


Si, dans la même formule, on pose successivement n = i, n = 2 , 
n — 3, .... on obtiendra les équations 


(O) 

/(*) 

~/(o) 4- xf'(Ox), 


( 12 ) 

/(*) 

-/( 0 ) 4- xf'(o) -t- - 


(i3) 

/(•*) 

~/(o) 4- X f'{ O) 4- ( 



qui coïncident avec les formules (4), ( 5 ), ((>) 

Exemples. — Concevons que l’on désigne par u une quantité con- 
stante, et que l’on prenne successivement pour f(x) les fonctions 
réelles 

e x % cos x y sia.r, 

qui restent continues, avec leurs dérivées des divers ordres, les 

•premières quel que soit x, et les deux dernières quand r -+- x est 

OEuvrcs de C. — S. II, t. IV, 
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positif. On trouvera, pour les valeurs de f in) (x) relatives à ces mêmes 

fonctions 



fx(pi — I) (n — 1 ) . . . (fx — /i 4- 1) (I + #)>* ", 




i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 

( 1-1- X ) n 


et pour les valeurs correspondantes de f {n) ( o) 


n t: . mi 

i, cos- > sin > 

2 2 

p(p— l) ([X — 2). . .(H — « -+- l), (— O" - ' 1 1 .2.3. ..(/»— I). 

En conséquence, la formule (8) donnera, pour des valeurs réelles 
quelconques de la variable x, 


04 ) 


X X- 

e x rz i h i 

I 1.2 


-h - 


1.2.0 . . .(n — i ) i . 2 . 3 . . . n 


e^ x , 


x' 


COS .2? = 


(.5) 


i . 2 


.2.0.4 


x n ~ x (n — i)rr x n 

• - COS— - -{ — - — 

1 . 2.0 . . .{n — i) 2 i.2 ,5...n 


cosf 0.1 -4- ), 


(si 


(t 6 ) <; 


X'* 

SindT = X — ' ---■ _ 

1.2.3 1.2. 3. 4. a 


'T* 


i .2.3. . \n — i) 


. ( // — 1 ) 7T X 

sin )• 


1.2.3 . . .n 


sin ( Ox 


n tt \ 

T )’ 


et, pour des valeurs de x supérieures à — i, 


( i -t- ,r)V-~ i -+ - n x ■+- — .r 2 


>7) 


a- tiHill ') (f* -a) .-.( p-/« + 2 ) 

i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 

s- : •<? ~ "± ') . r «(, + ôx).-», 

j . 2 . 3 . . . n 


(18) ](! + *) — #. 


j_/ ; r 

/i \ i + 0 .x* / 


n — i 
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Si, dans les formules (i5) et (iG), on prend pour n un nombre pair, 
elles se réduiront à 


X* X* 

COS X — I h 


(• 9 ) 


1.2 I . 2 . 3 . 4 


x n 


1 . 2 . 3 . . .(n — 2 ) ‘ " 1 . 2 . 3 . . . // 


CO s 9x, 


sin# — x 


( 20 ) 


1.2.3 1.2. 3. 4. 5 


. 2 . 3 . . . ( n — î) 1.2.3...// 


sintf #. 


On trouverait de même, en prenant pour n un nombre impair, 


(2l) 


X £ X + 

cos# i -- i — / 

2 1 . 2 . 3 . 4 

,-rn- 1 


1 . 2 . 3 . . . ( // — 1 ) 


. 2 . 0 ...// 


- sin d.r. 


( 22 ) 


X * 


Sin X X 


1.2.3 i , 2 . 3 . 4 . 5 


.2.3 ...(// — 2 ) 1.2.3...// 


cos 0 x. 


Si l’on fait en particulier n = i , on tirera des formules précédentes 


(23) 

( >X | 

X 

,,0x 

v , 

( 24 ) 

1 — COS# 

X 

— sin 0#, 

(25) 

sin x 

x 

— cos 0 X) 

( 26 ) 

(1 4 - x)P — I 

[J.X 

HZ (14- Sx)*-', 

(27) 

1 (i + æ0 

1 

X 

~ 14 - Ox 
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Si l’on fait, au contraire, n — 2 , on trouvera 


(28) 

e x ~ 

_ x * e §x 

~ 1.2 9 ' 

(29) 

COSX : 

= 1 — cos0x, 

1.2 

( 3 o) 

sirix: 

sg 2 

~ x sinflx, 

1.2 

( 3 1 ) 

(i -f- x)Vz 

ZI + P+ ^ ( -^ _l) X s (H-^x)V-’ 

( 32 ) 

I(i -H a?) = 



Supposons encore 

/(x) — arc tangx. 
On aura, dans cette hypothèse, 


/'<*> - r-b = + \b7~ ■■:■)' 

/‘"'(o) = ' ^• 3 -- 2 (w - ~ n [. -(- .)* }W~ 



cl, par suite, 

n~\ 

f (n) ( o)~o ou f (n) ( o) — { — 1) 2 i . 2. 3 . . .(n — 1), 

suivant que l’on prendra, pour n, un nombre pair ou un nombre 
impair. Cela posé, la formule (8) donnera, pour des valeurs réelles 
quelconques de la variable x, mais pour des valeurs paires du nombre 
entier n, 

œ 3 

arc tangx ~x — — -h ~ — ... 

_ ( _ x n ~ x x n (1 — Qx sJ — i )~ n — ( 1 -f* Sx sJ — 1 ) n 

~ n—l ^ n 2 y/—! 
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et, pour des valeurs impaires de n, 

X i X* 

arc tanga: = x — ^ 4- — ... 

a;" - * x n (r — Ox\J — i) -n 4 - (i - 4 - Qx\J — î) _,J > 

n — 2 H- n 2 



Lorsque la fonction /(x ) est entière et du degré n, sa différentielle 
de l’ordre n, et, par suite, sa dérivée de l’ordre n se réduisent à des 
«quantités constantes ( voir la troisième Leçon, page 3o4). On a donc 
alors 

(35) /'-)(0x) =/«•>( o), 

et l’on tire de la formule ( 8 ) 


(36) 


/(•*) — /(o) 4- ~/'(o) 4- — -/"(o) 4-. 


! . 2 . 3 . . . ( n — i ) 


4- 


1.2.3 . . .n 


/ <n) ( o). 


Il est facile de vérifier cette conclusion, et d’établir directement 
l’équation (36), dans le cas même où la fonction f{x) cesse d’être 
réelle ainsi que la variable x. En effet, soit 

( 37) ./*(*^) — - ^ 1 & ^2 *^ 3 • • • “h ün & n 

une fonction entière du degré n. En différentiant n fois de suite 
l’équation ( 87 ), on trouvera 

f'(x) - 1 .a, 4 - 2 a., x 4-. . . 4- na„x n ~ , t 

/"(x ) — 1 .i.a, 4-. . . 4 - (n — i)ua n x n - î , 

» 

/ (B, (a:) “ i .2 .3. . .(n — i)h«„. 



Or, si l’on pose, dans ces diverses formules, x = o, on en tirera 
(3g) «. 0 — /(o), «.= 7/'( 0 ), «,= ^/"(o), -, °«= TÏX^/ < " ,(o) ' 
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puis, en substituant les valeurs précédentes de a ü , a,, . .., a n dans 
l’équation ( 37 ), on reproduira évidemment la formule (36). 

Exemple. — Soit f(x) = ( 14 - x)". On obtiendra la formule connue 


(4o) 


(1 4- æ)" 1 4- 


n 

n ( n — 1 

) . 

- r -+■ 

1 

i . 2 

- X 

n(n - 


2 ) 


1.2.3 



Concevons maintenant .que, la lettre a désignant une valeur parti-* 
culière lie la variable x , la fonction /(x), entière ou non entière, 
conserve, pour x — a, une valeur finie, aussi bien que ses dérivées 
d'un ordre inférieur ou égal à n ; et supposons d’ailleurs que les fonc- 
tions (3) restent réelles et continues depuis x ~= a jusqu’à x = a 4 - h. 
Alors, si l’on fait 

(40 x — a-\-z 

et 

(4 2 ) F(s)--/(a-t-s), 


on trouvera 

F '(s) :=/'(« 4-5). F"(s) -•■-/"(« 4 -s), .... F")(s)=/"i(a + j), 

F'(o) ;-/'(«), F"( o) -:/"(a), .... F<*>( 0 ) =/(»)(«), 

\ 

et. l’on conclura de la formule (8), pour des valeurs de s comprises 
entre les limites o, h, 


(43) 


jF(s) = F(o)4-yF'(o)4- y ^ F" 

I 


(o)+... 


F " ,; (o) 4 - ; F (n) (0s) 

. 1 . i . . . ( n — 1 ) 1.2.0. . . n 


ou, ce qui revient au même, 

/(*)-_-:/< a) 4 - — ~ a f'(a) 4 - 


( 44 ) 


4- --/(»-')(«) 4- - ( - r - ? ) 7'*'[« + 5 (ï-«)]. 

1 . 2 . 6 . ,.(n — i) J v ' 1 . 2 L /J 



359 


HUITIÈME LEÇON. 

Par conséquent, dans l’hypothèse admise, on peut trouver un nombre 0 
inférieur à 1 , et propre à vérifier la formule (44). tant que la variable x 
demeure comprise entre les limites x = a, x — a h. En vertu de la 
même formule, la fonction f(x) peut alors être considérée comme 
composée de la fonction entière 


( 45 ) f(a) + * ] ? /'( « ) + /"( « ) 




(x -- a )"- 1 

l.2.3...(« — ij 


/(»•)(«), 


qui se trouve ordonnée suivant les puissances ascendantes de x — a . 
et d’un reste représenté par le produit 

(46) '/"H---", fin ' [a h 


Si, dans la formule (44). on pose successivement n — i, n — 2 

on obtiendra les équations 

(47) /(■*•) “ /(«) + (x — à)f[a -t- 0(x — a)\, 

( 48) f{x) - /{a) +{x- a)f(a) h- f"[a 0{x - a)], 

( 49 ) /(*) - f(a) + (x - a) f(a) -i /» -t- 3 - /'!« + Ô(.r - «) ], 


Exemples. — Concevons que l’on désigne par u une quantité con- 
stante, et que l’on prenne successivement pour /(a; ) les deux fonc- 
tions réelles 

.ri*, I x, 

qui restent continues, avec leurs dérivées des divers ordres, tant que 
l’on attribue à la variable x une valeur positive et finie. On trouvera, 
pour les valeurs générales de f in) ( x ) relatives à ces deux fonctions, 

— »)(F — 2) (f* — /*-+- (- i)" _1 -?•?- 
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En conséquence, la formule (44) donnera, pour des valeurs positives 
de la var.iable x, 


(5o) 


<11*4- (xaP-'iÆ — a) 4- aV-~*(x — a) a 4-. . . 

+. — a)"-' 


— !)• • •( H— n 4- I 
i . 2 . 3 ... n 


(æ — a) n [a -^r 0(x — 


et 

(lï = 

1 a 

(50 

l 

i 


i / x — «y -1 i r x — x a i w 

n — i\ a J n [ a -4- 0(x — a) J 


On arriverait aux mêmes résultats, en remplaçant dans les for- 
mules ( 17 ) et ( 18 ) la variable x par la différence ^ — i. 

Si l’on fait en particulier n — i , on tirera des formules (5o) et (5i) 

(5a) œ^-z a^~\- jj.(x — a) [a - 4 - 0(x — a)]^ 1 , 

x __ x — a 
a a H- 0 (x — a Ÿ 


Il est souvent utile de substituer aux expressions ( 10 ) et ( 46 ) 
d’autres expressions équivalentes. On peut y parvenir comme il suit. 

Supposons que, dans l’équation (44), on regarde la quantité x 
comme constante, la quantité a comme variable; et désignons par 
<p(a) ce que devient alors l’expression ( 46 ) considérée comme fonc- 
tion de a, en sorte qu’on ait 


(54) /(*)=/(«)■ 


X - 


-/(«)+••• + 


{x — a) n ~ l ‘ 
1,2.3 ...(/* — ij 


/'—'»(«) + ?(«). 


On conclura de la formule ( 47 ). en y remplaçant la lettre / par la 



lettre <p, 

(55) 
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cp(tT) = <p(.r) — (æ — a) <p'[a -+- 0(.r — « )]. 

D’ailleurs on tirera évidemment de l’équation (54) et de cette même 
équation difTérentiée par rapport à la quantité a 

(50) <p(.r) = o, 

( 5 7) ?' ( a )=“ra:3^i?=T) 

et, par suite, 

( i — 0 ) n 1 ( <v — a ) n ~ 1 

( 58 ) <p'|> H- 0 (.r -•-«)] = - | a . y — /* " , l« + (> ( ■ r ~ « )1 • 

Cela posé, la formule (55) donnera 

(, O )"- 1 (:r - a )' 1 

(5 9 ) ?(* ) = i J _ I ~-/ (M) L« -H G(.r - «)]. 

On peut donc substituer l’expression (5y) à l’expression (4L). Seule- 
ment, dans le passage do l’une à l’autre, le nombre 0 pourra changer 
de valeur, mais en demeurant compris entre les limites o, 1 . 
Lorsqu’on a égard à l’équation ( 09 ), la formule (44) réduit ii 


( /(.*•)=/(«) + —“f» + ---'.—.A ") 1 • • • 

(t) 0 ) ' + - ----- - 

v ' I I .2.3. ..(// — I) y v ' 

\ j . * >. . J . . . ( n — 1 ) L v J 

Si l’on pose, dans cette dernière, a = o, 011 aura simplement 


(0i) 


1 /(.r)-/(o) + ~/'(o)H-~-l-, 


t.o. ..(/« — 1 ) 


( i H \n — l r .n 

-0~_ü — fl»U0.r). 

’ i . ■->. . 3 . . . ( /; — 1 ) J y 1 


Il résulte de l’équation (Gi) que, dans la formule (8), l'expies- 

QEnvres de C. — S. Il, 1. IV. /j(j 
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si on (10) peut être remplacée par la suivante : 


(fia) 


( i — 0 ) n ~Ki' n 
i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 


æ). 


Seulement, dans le passage de la première expression à la seconde, 
le nombre 0 pourra changer de valeur, mais en demeurant compris 
entre les limites o, i. 

Si, dans les équations (6o) et (6i), on prend n — i, on devra rem- 
placer en même temps le produit t.2.3...(« — i) par runité. Doue 
alors on retrouvera les formules (i i) et (47). Mais, en posant n 2, 


n — ’ 

î, ..., on obtiendra les équations 

(fi.i) 

/(•*•)=/(«)+(•*■- 

„)/'(!■) + (>- 0 )(x-ay-J"[« 1 0 ( 


| /u-) =.a«) + (.*— 

«)/'(«) -1- a — /*(«) 

(6-1) 

1 

1 

0 ) 2 (.r — fl) 5 

/'[a + û(.r-«)|, 


( t)i> ) / ( x ) /( o ) 4- x /'( o ) H- ( 1 — 0 ) x - 2 /"( Ox), 

(66) /(-O =/(o) + ^ /'(«>) + £/'(o) -1- 


Exemples. — Si l’on prend pour/(.r) les fonctions 

(1 -i- æ)l } \ 1 ( 1 -H j: ) , 


et si Ton attribue à x une valeur qui surpasse la quantité — 1, on 
tirera de la formule (Gi) 


( l + X )! J - - 


, (h- — 0 

u..r -1- - æ- ~f- 

4 1.2 


+ 


p(/2-i) (p.--2) .. .(n — n 4-2) 
J .2.3. ïj 

/j. ( /^ — l)(p— 2). . - (fJt — /?- -4- i) 


1 . 2 . 3 . . . ( n — - 1 ) 


( L — 0) 77 ~ 1 .T 77 ~ l (l -h Ox J^ 77 


( 67 ) 
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et 


(68) ~ 

o n — i \ i - t 'j ,r 


Si l’on suppose en particulier n 2, on trouvera simplement 


( 69 ) ( 1 -\- r )! J - 1 - 4 - /jl .z; -h /J ( p. — 1 ) j :-’ 2 ( 1 — 0 ) ( 1 4- 0 .r )Î A - 2 , 

(70) , ( . -H .r ) -, . -- 6.) (_^îl_) 2 . 
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NEUVIÈME LEÇON. 


THÉORÈMES DE MAC LAURIN ET DE TAYLOR. 


Lorsque, pour des valeurs de x comprises entre certaines limites, 
et pour des valeurs du nombre 0 inférieures h Limité, l’une dos 
expressions 

<*> . =Tj<‘ ~ 

(l(' , croît, indéliuimonl tandis quo n augmonlo, alors, on posant n -- x 
dans l'équation ((S) ou (Gi ) do la luiitiùino Looon, on trouvo 

O) J\.r) -/( o) H- y /'(O) + X /"(o) -I- 1 Y_ : , .Ho) +.... 

Donc alors la sdrio 

(4) A O), y/'(o), y ■ | ^/'( o), .... 

qui a pour tormo général le produit 

< 5 > 

reste convergente, tant que la variable .r demeure comprise entre les 
limites données, et cette série fournit une somme équivalente à la 
fonction /(x). C’est en cela que consiste le théorème de Maclaurin . 

11 est important d’observer que la fraction renfermée dans l’expres- 



sien ( 2 ), savoir 

( 6 ) 
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1 . 


æ n 

.3 . . . n* 


s’évanouit pour une valeur infinie de n . En effet le produit 

m(n - m + 1 ) := ( ') - - '«) 


croît évidemment avec le nombre entier w, depuis m — i jusqu’il 

n . 

m — et, comme on a en conséquence 

1 . n < 2 ( n — 1 ) < 3 ( n — 2 , 

n 

(7 ) 1 . 2 . 3 . . . n 7> /C 2 , 


il est clair que la valeur numérique de la fraction (6) sera toujours 
inférieure à celle de la quantité 


(8) 



n 


et s’évanouira aussi bien que cette quantité, pour n = oc. On en con- 
clut immédiatement que, dans le cas où la quantité 

(9) f (n) {0-r) 


conserve une valeur finie, tandis que n croit indéfiniment, l'expres- 
sion ( 1 ) converge vers une limite nulle. Donc alors la série 1 (b* Alac- 
laurin, c’est-à-dire 1 la série ( j), est convergente, e 4 l elle vérifie 4 la for- 
mule (3). C’est ce qui arrivera pour toutes les valeurs réelles et tinie»s 
eie .r, si à chacune d’elles correspond une valeur finie 4 de 4 la tbne- 
tion f {,,) (x). 

Exemples. — Si l’on prend successivement pour /(a?) les trois fonc- 
tions 

<‘ x , cos.r, sin.r, 


on trouvera, pour les valeurs correspondantes de f K,l) {x), 
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Comme ces dernières quantités restent finies, quel que soit x, tandis 
que a augmente, on peut affirmer que le théorème de Maclaurin est 
toujours applicable aux fonctions <?*, cos a?, s i n x. On aura en consé- 
quence, pour des valeurs réelles quelconques de la variable x. 


0 °) 

(") 

(12) 


C‘* — I -f- — 


cos.r — i 


.2.3.4 1.2. 3. 4. 5. 6 




X £■ 


1 . 2.0 


/Jpb 

i . 2 . 3 . 4 . 5 


L’éq liai ion (io) coïncide avec la formule (12) des Préliminaires. Si 
l’on y remplace la variable x par le produit x\A> A désignant une 
constante positive, alors, en ayant égard à la formule 


À’ T -- : C' r]X f 


on trouvera 


( 1 3 ) A*=i + - IA -+- ( I A ) 2 -+- — ,j ( I A ) 3 -t- 

1 1.2 1.2.3 

Au reste, il peut arriver que la fonction f'" ] ( ( )x) devienne infinie 
avec le nombre n, et que le théorème de Maclaurin subsiste. Conce- 
vons, par exemple, que l’on prenne 

f ( æ ) 1 (l 4- x ), 

et qu’en meme temps on attribue à la variable x une valeur numé- 
rique inférieure à l’unité. On trouvera, dans ce cas, 

i . 2 . 3 . . . ( n — 1 ) 


et, comme le rapport 
toujours supérieur au produit 


(1 + x) u 
■ 2.3...(rt-l) 

( 1 4 - X j" ’ 


( «-I)"* _ I_ Nn - . V - ' 

(1 + ,r)" 1 -y-x 


1 — (— X 
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croîtra indéfiniment avec n, on pourra en dire autant des deux fonc- 
tions f (n \x), / (n) (0.r). D’ailleurs l’expression (a) deviendra 

^ _ Q)n-\ , r «-i / , g y 

( ' 4 ’ ~“(ï +• 0J?)“ ~ “ ~ . - 9 V 7 + f-'r ) ’ 

et, comme la fraction 

i — 0 _ 0 ( i -h ,'C ) 

i -d- ~ ~ 1 i -{- 0 ./• 

sorti évidemment un nombre inférieur à l’unité, il est clair que l'ex- 
pression (i4) s’évanouira pour n ~co. On aura, en conséquence, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre les limites - t, -f- i , 


Si la valeur numérique de la variable x devenait supérieure à l’unité, 
alors le terme général de la série 

(. 6 ) 
savoir 
07) 

convergerait, pour des valeurs croissantes de />, vers la limite dr x 
|/w> la formule (n) de la page 32oJ. Par suite, la séri c (i(>), étant 
divergente, n’aurait plus de somme, et cesserait de vérifier la for- 
mule ( 1 5). 

Si, dans la formule (i5), on lait converger la variable x : i° vers la 
limite t; 2 ° vers la limite — i, on trouvera, dans le premier cas, 

( i 8 ) I 2 — .y ; “h ^ -t -!- • . . O , Gq3 1 4 7 » 

v 7 2 3 4 1.2 3.4 ;>.6 •' J 

et, dans le second. 




09) 


x. 



368 


LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

Supposons encore 

f(æ)z~ arc tangx. 

Alors, si l’on prend pour x un nombre impair, l’expression ( 1 ) se 
trouvera réduite au dernier terme de la formule (34) de la huitième 
Leçon, c’est-à-dire à 

æ n ( i — O.r — i) "b(i — ï) n 

' 2 °' ~ T " n 2 

Soient d’ailleurs n n et q n deux quantités réelles déterminées par 
l’équation 

j n . _ 

(ai) - ( I - 1- 0 .r \J— I ) " ::: />,, 4- </ „ \ ! — • • 

On aura évidemment 



Si maintenant (m'attribue à la variable x une valeur numérique infé- 
rieure à l’unité, la valeur du binôme /r -i- </l , fournie par l’équa- 
tion (a-'i). deviendra évidemment nulle pour n ■— oo, et par suite la 
quantité rp p a , ou l’expression ( 20 ), convergera, pour des valeurs 
croissantes de n, vers la limite zéro. Donc alors, en posant n — oc 
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dans la formule ( 34 ) de la huitième Leçon, on trouvera 


(2 5) 


arc tanga? ~ æ --- 4- h . . . . 

3 a 7 


Si la valeur numérique de x devenait supérieure à l’unité, alors, 
comme l’expression (17) convergerait , pour des valeurs croissantes 
de n 9 vers la limite ± cc, la série 


(26) 



serait divergente, et cesserait de vérifier la formule (2:*)). 

Si, dans la formule (20), on fait converger la variable x vers la 
limite 1 v on trouvera 


71 I i I 

(27) arctang(i) ... 1 -- ,, -h „ --- - 

1 o ;> 7 


r 1 1 

~~ ~ •+■ - ■ 4 - . . . 

1.0 •) . 7 9 • 1 1 


et, par suite, 


( 28 ) 


71 ----- 8 


4 


• 7 9 


1 - 4- . . • ^ -— 3 , 1 4 1 59265 .... 


Si l’on prenait, au contraire, x — ' > la formule (20 ) donnerait 

V 


7 T II 

arc tan g 


1 L I 

« ^ %/3 v ' 3 V “ 


( ? 4 )) 

S u pposon s m ai n te* n a 11 1 


j 1 i 

> . 3 + ;> . ÿ - : 


)• 


/(./• ) - : ( I | X)'\ 


ji. désignant une quantité constante. Dans cette hypothèse, la série de 
JVlaclaurin deviendra 


(3°) 


1, [j. 


x, ^ {X 0 x- % l ) ( [X ~ ] æ* 


tandis que les expressions (1) et (2) se trouveront réduites aux der- 
niers termes des formules (17) et (G7) de la huitième Leçon, o’est- 

r _ 

1 j 


OEuet es de C. — S. Il, t. IV. 
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à-dire aux produits 


a( u. — i ) ( U, — u. - ■ n -f - ! ) A „ 

c:.j L : r 1. x w (i 4- 0 x ) t * - " 


1 . 2 . 3 ... n 


(3a) " ± n (, - - Q)«- + S*)n-». 

I . > . O I ) 

De plus, si. l’on désigne par u n le terme général de la série (3o), et 
par m un nombre entier inférieur à //, on aura évidemment 

au- - i U a - - 2 ) . . . ( a - ■ // -4- i ) 

(33) u „ — - — ‘ .r", 

i . a . 3 . . . n 



, - ^ ’ ) 1 

< , __ 1 1 

11 


■ V 

/n -ri/' 

V /// r- J 

\ 

/ 


Cela posé, représentons par r la valeur numérique de r, et par p un 
nombre choisi arbitrairement entre les limites î cl r. On pourra évi- 
demment attribuer à m une valeur assez considérable pour que, 
/i étant supérieur a m , la valeur numérique du produit 


reste comprise entre i et p. Alors celle du rapport 


-"'■i =: ( 

- 1 1" i 

, _ »*. i:J. ) 


(. ' 

) x n 

((ni 

V 

//* !" I / 

\ /// *r- 2 / 

V n 

J 


se trouvera elle-même renfermée entre les limites î et p" Par suite, 
si l’on a 

r >* p > i , 

la fraction -- et le produit de cette fraction par ou la quantité 
deviendront intimes, en même temps que p" - '", pour /* - ^c. Au con- 
traire, si l’on a 

/ < o < I , 

les quantités et u n s’évanouiront pour n oc, en même temps 

^ ni 
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que p" Ajoutons qu’on pourra en dire autant : i° de la quantité 

(35) :. n ^ ~' A) y ( ‘ u . <, 

i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 


que l’on déduit de u„ en diminuant chacun des nombres p. et // de 
l’unité; 2° de l’expression ( 32) qu’on obtient en multipliant la quan- 
tité ( 33) par le produit 

• 0x)V - 'i , , o;,,) > 


attendu que ce produit converge, pour des valeurs croissantes de //, 
vers une limite finie ou nulle. Donc, si la valeur numérique de a* sur- 
passe l’unité, la série ( 3o), dont le terme général deviendra infini 
avec le nombre //, sera divergente et n’aura pas de somme. .Mais, si la 
valeur numérique de ,r est inférieure à l’unité, alors, en posant 
// te, on tirera de la formule ( 67 ) de la huitième Leçon 


( 3(> ) (11 a-)! 1 


F .r H f* ...» ^ P.< P ■■-')( , u ’■ ) 


Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on prouve- 
rait aisément que l’expression ( 3 1 ) s’évanouit, pour une valeur infinie 
de //, quand la variable x est renfermée entre les limites o, 1. Il en 
résulte que l’équation ( 30) peut être déduite de la formule ( 17) do 
la huitième Leçon, mais dans le cas seulement oif la variable x reste 
positive et inférieure à l’unité. 

Lorsque, dans la formule (30), on remplace la quantité p. par un 
nombre entier//, on retrouve l’équation (’4o)de la huitième Leçon. 
Si, dans la même formule, on écrit — p. au lieu de p., on en tirera 


O;) (14- .r) 


p • I! 

- -V -1 — X~ 

I I . > 


p. (p ■ h I ) ( p 

1 .2.3 


2 ) 


On aura, par suite. 


,. >0 , x „ H- p;p-4-l) , p(p (p -4- 9.) 

( 38 ) (I — x ) • r* ~ 1 -h r æ I • X- -i - - - ! r X x 

y I 1.2 1.2.3 


r- -I- 
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Enfin, si l’on pose successivement p. - - i , p. — 2 , p. 3, . . . , p. - ~ m, 
m désignant un nombre entier quelconque, l’équation (38) donnera 

( 3t)) ----- — - =:]+.?• 4 - .r- -f- .x* 3 -h ... -h .r" -h . . . , 

' 1 — 

( 4 o ) — — — 1^2 -f- 3 x 2 - h 4 x 3 -f- • • . -f ( n -I 1 ) x n -f - . . . , 

, f or., , ( f l *H O ( fl H" 2 ) 

(40 — - — , -it 3.2* -h ox' -f- ior -i- ... --h — ' — 1 x n -f- . . . 

(1 — j.*; 3 1 .2 



< 

/ 


m ( m 1 ) 

4 - ni x 4 - — — ■ ,r- 4- . . . 

1 . 2 

( /i 4- I ) ( // 4- 2 )...(// 4- m - - i ) 
i . 2 . 3 . . . { ni — i ) 


Si l’on prônait, au contrains o. -- - ( » on trouverait 


i.3.5 ...(?.// - - 0 ^ 

2 . 4 . 6 . . . 2 n r 

Supposons maintenant que, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre les limites x — a % x a H- /*, et pour des valeurs du nombre 0 
inférieures à l’unité, l’une des expressions 



il i 


(a- -a )" 

i . •> . :■! . . . n ■’ 

-f- 0(.r - <7)|, 

4*> ) 

( X ~ 

-a y-' 

0) n 'f"\a -I- r J(:c 


I .2.3. 

..(«*» 1 ) 


décroisse indéfiniment, tandis que n augmente; alors, en prenant 
n zc y dans l’équatiyn ( \\) ou (Go) de la huitième Leçon, on trou- 
vera 


( 4<> ) / ( x ) -- A <* ) H- — - /'( « ) -+- /"( " ) + y J'"\ " ) 


I . 2 


I 
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Si, pour fixer les idées, on pose x = a + h, la formule ( /|6) donnera 

(47) /(« -f- h) f(a) i- */'(")+ “-j /"(«)+.... 

Enfin, si, dans l’équation précédente, on remplace la lettre « qui 
désigne une valeur particulière de la variable x par cette variable 
elle-même, on obtiendra la formule 

(48) /( X + h) -:/(.*•) -4- y /'(x) H ^ /'(X) + ( | f"\x) -4-. . .. 

Cette dernière subsiste toutes les fois que, les fonctions 

(49) /(■'■ + ;), /'(x-t-3), /"(x-h-), ... 

étant continues entre les limites :■ = o, :■ h, l’une des quantités 
h" 

( •><>) - / >" (./• -) Oh), 

1 . A * 

h n 

( 5 1 ) (1 9 ) " - 1 /'■ " > ( .e- !# {1 h i 

1 3 ...(// 1 i J 

s’évanouit pour une valeur infinie de //. Alors la série 

(■>■>■) J\x), - /'(x), — /"(x), A /"'(x), ..., 

I 1.2 \ . .) 

qui a pour terme général 

h" 

(.»3) - / : "’(x), 

i . 2 .«>...// * 

est convergente et fournit une somme équivalente à /(.r-^/?). La 
proposition que nous venons (l’énoncer est précisément le théorème 
de Taylor. 

Exemple. — Si l’on prend successivement pour J\x) les deux 
fonctions 

l.r, ,rl\ 

et si l’on suppose la valeur numérique de h inférieure à celle de x, on 
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trouvera 


. , «xi h i h' i fi 3 i h 1 

I {x h ) — I x h + 7.- — — T x + • • • , 

x '2 x l 6 æ-' \ æ> 

I ( x ~t- h ) K- — xV- -+- — xV- 2 h -+- tt-JL l] j-v- - 2 /, s 


l*( P- — l)(p— 2 ) 


r l*-V,» + 


On pourrait déduire immédiatement ces dernières formules des équa- 
tions (i5) et (30) en y remplaçant# par 

Il est essentiel d’observer que les formules de Maclaurin et de 
Taylor subsistent, non seulement pour des valeurs réelles, mais aussi 
pour des valeurs imaginaires de la fonction /(#). Supposons en effet 

( .">() ) /( X ) - - © ( ./■ ) +• X ( X ) \ ' I , 

o(x) et /_(#) désignant deux fonctions réelles de la variable x. Si, le 
nombre 0 étant inférieur à l’unité, l’une des expressions 




O :,l) ( Od '*), 


i . 2 . o . . . ( n — i ) 


(i — 0)" 1 o (,r (0x) 


se réduit à zéro pour des valeurs infinies de n 9 on aura 
» 

.7 t , 7 ’ :{ 

( 5 Ç)) • 9 ( .r ) = 9(0) H“ y 9'(o) -t- y y 9'\o) H — ^/'(o) H 

De même, si l’une des expressions 


■ y^ n )(Oæ)< 

] . 2 . 3 . . . n A * 


1 . 2 . 3 . . . ( // — 1 ) 


(l — rjyi-ly(n)(Q v } 


s’évanouit pour n — ce, on trouvera 


(fa) x(* r ) ~x(o) ■+• y %'(«) +• , - z”(°) + y ' 0 3 /'"(o) 
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Or on tirera des formules (19), (62), combinées entre elles, 

' ?(•*•) 4- sJ 1 x(.r) 

.-0(0) + \/— 1 7 [?'(<*) -l- - • X'(o)] 

h- j ( [ o"(o) -+- y'— ' 7/(0)] 4 -. . . : 

et. il est clair que cette dernière équation ne diffère pas de la formule 
de Maelaurin, de laquelle on la déduit en prenant pour f(x ) la fonc- 
tion imaginaire' o(.r )H- \ 1 yS x ) % l )eut raisonner do la mémo 

manière par rapport à la formule de Taylor. 

Les formules (/><)) et (62), et par suite la formule ((53), subsistent 
évidemment dans le cas où chacune des fonctions y " ( r ) 

conserve une valeur finie, quel que soit x % pour n x, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, dans le cas où la fonction imaginaire 

( 64 ) /*' " (uC ) 9'" (.z ) 4- V - - » X " ’(•'•) 

reste finie tandis que n croît indéfiniment. 

Exemples . Si l’on prend 

J\x ) — : cos.r 4- v 1 sin r. 

la formule (3) ou (63) donnera 

, j. r 2 r 3 

[ cos x 4 v 1 sin# 1 4- --J — 1 — , v 1 

(65) ; 

i e* 

1 4 -7—7 + •* / - \ 1 ■"•••• 

\ 1 .2.0.4 1 . > .0 . 4 . .) 

L’équation imaginaire qui précède se décompose d’elle-mème en deux 
équations réelles qui ne sont autres que les formules ( 1 1) et 112 ). 
Supposons encore 

/(#) e ax (cosbæ 4- y — 1 sin^#), 

a et b désignant deux constantes réelles. On trouvera, dans ce cas, en 
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ayant égard à la dernière des formules (i 1 ) de la page 3o6, 


f'(x) ( a 4~ bsj — i) c ax ( cos bæ -f \/— i sin bæ) ~~ (a 4- b y/ i ) f(.r ), 

f"(æ) — ( a -v- b y/ — i )/'U0 


f' n} (*) («4- H‘— * 

et, par suite, 


Y A*)* 


/(O) 

- I J 


/'(<>) 

a 4- b y i 

» 

/"(O) 

( o 4- /> y 

•)* 


~ ( o 4- b y 7 — 



Cela posé, la formule (G3") donnera 


r 66 ) 




r ( cos b x y ! — i si n b x ) 


(a b\J i).r {a-\~bsj — i )\r 2 fa + /yy/-- i ) 3 / 1 
I I . •>. t - 


Si, dans cette dernière, on pose ax—p , bx — y, on obtiendra Féqu; 
lion 


tf'' ( 


cos y 4 ~ y — i siny 




( t>7 ) 


/^4- 


V V 

i 


— f- 


(/» 


l -7V 

1 . >. 


•y , o 


L2.V -J 
I .3.3 


qui subsistera pour des valeurs quelconques des variables réelles p 
et y. 
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RÈGLES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. APPLICATION DE CES RÈGLES AUX SÉRIES 
DE MACLAURIN ET DE TAYLOR. 


Les formules (3) et (48) de la Leçon précédente ne pouvant sub- 
sister que dans le cas où les séries de Maclaurin et de Taylor sont 
convergentes, il importe de fixer les conditions de la convergence 
des séries. Tel est l'objet dont nous allons nous occuper. 

f/une des séries les plus simples est la progression géométrique 

(i) a, a x, ax* 9 ctx*, 

qui a pour terme général a x" . Or la somme de ses n premiers termes, 
savoir 

/ , „ \ - æ n a a æ n 

( 2 ) a ( i -4- x -H .r 2 4- . . . 4- x n ~ 1 ) — a — — > 

I — XI — X I ~ X 

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 
limite fixe 


ou cessera de converger vers une semblable limite, suivant que la 
valeur numérique de la variable x supposée réelle sera ou ne sera 
pas un nombre inferieur à Limité. Donc, si l’on attribue à la 
variable x une valeur réelle, la série (i) sera convergente, lors- 
qu’on aura et divergente dans le cas contraire. 

Concevons maintenant que l’on attribue à la variable x une valeur 
imaginaire, c’est-à-dire de la forme p q \j — i , p et q désignant des 
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quantités réelles. Le module de cette valeur ne sera autre chose que 
la racine carrée de la somme p- -+- q* ou, ce qui revient au même, la 
racine carrée du produit des deux expressions imaginaires 

( 4 ) p </ y / — ' , p — q j— i 

qui ne diffèrent que par le signe de \j — i , et que l’on appelle expres- 
sions imaginaires conjuguées. Donc, si l’on nomme r le module dont 
il s’agit, on aura 

(5) — p 2 -!-? 2 , 

(6) r V/,’4-,/*. 

Soit d’ailleurs 

( 7 ) (p 7 V 7 — 1 ) " “ Pn -t- n„ V 7 — 1 < 

p„, <7„ désignant encore des quantités réelles. Comme on trouvera par- 
suite 

( 8 ) (/■>—■ 7 v'— 1 )" :: Pn — <ln sT 1 , 

on en conclura 

(9) pl -+- ni ( p -t- q y/— i )" ( p — q y/— < )" = {p l + n' 1 )"- 

(10) y j'I — nl 

Donc, pour obtenir le module de x " , il suffira d’élever à la n"' mr puis- 
sance le module r de la variable x. Cela posé, concevons que l’on 
attribue au nombre entier n des valeurs de plus en plus grandes. 
Pour que l’expression 

.r" — p„ -r 7 „ x/— 

s’approche alors indéfiniment de la limite zéro, il sera nécessaire et 
il suffira que les quantités réelles^,,, q n convergent vers cette même 
limite. Or il est clair que celte condition sera ou ne sera pas satis- 
faite, suivant que le module r de la variable x sera ou ne sera pas 
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inférieur à l’unité. En effet, en supposant r< i et n = », on tirera 
de l’équation (xo) 

pl -+- ni — °> p n =o, q n — o. 

Au contraire, si l’on suppose r = i ou r> i et n = », l’équation (io) 
donnera 

O» Pl+>. 

et par suite l’une au moins des deux quantités p n , q n cessera de con- 
verger, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro. 11 suit 
évidemment de ces remarques que le produit 

a n ax n 

i — x " i — x 

dans lequel le seul facteur x" varie avec le nombre //, acquerra une 
valeur nulle pour n = », si l'on a r < i , ot une valeur différente de 
zéro, si l’on a r= i ou r> i. Donc, la variable x étant imaginaire, 
la série (r) serq convergente, si le module de x est inférieur a l’unité; 
mais elle sera divergente dans le cas contraire. Cette conclusion sub- 
siste lors même que la constante a devient imaginaire. Elle subsiste 
aussi dans le cas où, la quantité q étant nulle, la variable x redevient 
réelle. Alors le module de celte variable se réduit à sa valeur numé- 
rique, et l’on-se trouve ramené à la règle que nous avons d’abord 
indiquée. 

Considérons maintenant la série 

(11) //„, //„ «j. Il 3 , .... 

composée de termes quelconques réels ou imaginaires. Pour que cette 
série soit convergente, il sera nécessaire et il suffira (voir les Prélimi- 
naires, page 279) que des valeurs croissantes de n fassent converger 
indéfiniment la somme 

(12) S n — U„ H- K, 4- «2 

vers une limite fixe s. En d’autres termes, il sera nécessaire et il suf- 
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lira que, le nombre n devenant infini, les sommes 

S/M S/n_i, S n ->r 2» • * * 

diffèrent infiniment peu de la limite 5, et par conséquent les unes 
des autres. D’ailleurs, les différences successives entre la première 
somme s n et chacune des suivantes sont respectivement déterminées 
par les équations 

Sy/ f- j $ n — M n > 
s n~h'2 — s n 11 n u m- 1 » 

S/14-3 S, t — U n -\- lin - M M n+ 2» 


Donc, pour que la série (n) soit convergente, il est d’abord néces- 
saire que le terme général u n s’approche indéfiniment de zéro, tandis 
que n augmente. Mais cette condition ne suffît pas, et il faut encore 
que les différentes sommes 

tl n -t- //„ + „ U n + M„ +1 + ll, H ,, 

c’est-à-dire les sommes des termes 

Min M n \-l > ^/t4-2> • • • » 

prises, à partir du premier, en tel nombre que l’on voudra, s’éva- 
nouissent elles-mêmes pour n — x>. Réciproquement, lorsque ces 
diverses conditions sont remplies, la convergence de la série est évi- 
demment assurée. 

11 est encore évident que, pour décider si la série (i î) est conver- 
gente ou divergente, on n’aura nullement besoin d’examiner ses pre- 
miers termes, et qu’on pourra même les supprimer de manière à 
remplacer cette série par la suivante 

04) U ni , U, n+ j, U mjf. 2 , . .., 

m désignant un nombre entier aussi grand que l’on voudra. 
Supposons à présent 

05) ~ e„ H- ; 
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v n , w n désignant deux quantités réelles, dont la seconde s’évanouira 
toutes les fois que la série (i i) sera réelle. Comme la somme imagi- 
naire s n , déterminée par l’équation (12), deviendra 

. „ , ( — ( V. -t- IV# y/— 1) H- ( v, -f- (Vj y/— 1 ) -H . . . H- ( v„_, -l- IV„_, y/— 1 ) 

(' 6 ) , , 

( — ( *’o ■+• V| 4- . . . -+- v n -\ ) H - ( w o ■+■ *V| -t- . . . -+• ) y/— i , 

elle convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 
fixe, si les deux sommes réelles 

f’o H— i’t ~h l’ n - 1 , 

W 0 "H tT ’l *+- . . . -+- 

convergent vers de semblables limites. Il en résulte que la série (1 1) 
sera toujours convergente, en même temps que les séries réelles 

(17) l’o, l'i, l’a, v, n .... 

(1 8) *Vy, «’i, 11*2» • • •» IV/M .... 

m 

Si ces dernières ou l’une d’elles seulement deviennent divergentes, 
la série (11) le sera également. 

Pour que les séries (1 1) et (18) soient convergentes, il est néces- 
saire et il sulïit, en vertu des remarques précédemment faites, que 
les diverses quantités 

(19) ««, "n H- «n + i» "/i -1- «,,4-1 + "«4-2, • • • , 

( 20 ) l’,l, l /l ""t~ V/H-l, l 'il 4" 1/14-1 4~ ^ . . . 

s'évanouissent pour n == ^c. Or cette condition sera nécessairement 
remplie, si les modules des différents termes de la série (1 1) ou (14) 
forment une série convergente. En effet, soit 

(21) p» — \/ *’« ■+■ w « 

le module de l’expression (i 5 ) qui est le terme général de la série (1 1). 
Ce module sera une quantité positive, qui surpassera évidemment la 
valeur numérique de e n et celle de w n . Par suite, les valeurs numé- 
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riques des quantités (19) et (20) seront inférieures à celles des quan- 
tités correspondantes 

( 22 ) P/n 1 » Pn . ■+“ P«h- 1 -H P//-t-2> 

D’ailleurs, si les modules des différents termes de la série (1 1) ou (i 4 )> 
savoir 

(^3) p<>, p 1 , p 2 » • • •> P//» • • • 

ou 

(^4) P///» P///-M» p///-h2» • • •> 

forment une série convergente, les quantités (22) s’évanouiront pour 
/> = Donc, a plus forte raison, les quantités (19) et (20) s’éva- 
nouiront elles-mêmes. On peut en conclure que la série (11) ou (14) 
sera toujours convergente, lorsque les modules de ses différents 
termes formeront une série convergente. 

Si la valeui*numérique de p n ne décroissait pas indéfiniment pour 
dos valeurs croissantes de n, on pourrait en dire autant de l’une des 
quantités v „ , Alors l’une des séries (17), (18), et par suite la 
série (ri), deviendrait nécessairement divergente. 

En partant des principes que nous venons d’établir, on démontrera 
sans peine les deux théorèmes que nous allons énoncer. 

Théorème I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 
tandis que n croît indéfiniment , l’ expression 

1 

(25) (p,,)"; 

et soit H la plus grande de ces limites. La série (i i) sera convergente, si 
l'on «R<(i; divergente, si l’on a R i . 

Démonstration. — Supposons d’abord R<i, et choisissons arbi- 
trairement entre les deux nombres i et R un troisième nombre p, 
en sorte qu’on ait 

(26) 


H < p < 1 ; 
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n venant à croître au delà de toute limite assignable, les plus grandes 

valeurs de (?„)" ne pourront s’approcher indéfiniment de la limite R, 
sans finir par être constamment inférieures à p. Par suite, il sera pos- 
sible d’attribuer au nombre entier m une valeur assez considérable 
pour que, n devenant égal ou supérieur à rn, on ait constamment 

\ 

(P»)"<P, Pn<P " • 

Alors les termes de la série (24) seront des nombres inférieurs aux 
termes correspondants de la progression géométrique 

(27) p"S p ,w+l , p ,n *-\ •••; 

et, comme cette dernière sera convergente (à cause de p<i), on 
devra en dire autant de la série (24), par conséquent des séries (14 ) 
et (1 1). 

Supposons en second lieu R> t, et plaçons encore entre les deux 
nombres 1 et R un troisième nombre p, en sorte qu’on ait 

( 28 ) H > p > 1 . 

Si n vient à croître au delà de toute limite, les plus grandes valeurs 

do (p„)", on s’approchant indéfiniment de R, finiront par surpasser p. 
On pourra donc satisfaire à la condition 

1 

(p„)"> p ou p n >p n > I, 

pour des valeurs de n aussi considérables que l’on voudra, et par 
suite on trouvera dans la série (24) un nombre indéfini de termes 
supérieurs il l’unité, ce qui suffira pour constater la divergence des 
séries (24). (f4) et (t 1). 

Théorème 11 . — Si, pour des valeurs croissantes de n , le rapport 


converge vers une limite fixe R, la série (11) sera convergente toutes les 
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fois que Von aura R<A, el divergente, toutes les fois que l'on aura 
R>i. 

Démonstration. — Choisissez arbitrairement un nombre £ inférieur 
à la différence qui existe entre i et R. Il sera possible d’attribuer à m 
une valeur assez considérable pour que, n devenant égal ou supérieur 
à m, le rapport 

PjH t 

P« 

demeure toujours compris entre les deux limites 

R — e, R + £. 

Alors les différents termes de la série (2.4) se trouveront compris 
entre les termes correspondants des deux progressions géométriques 

p„„ p„,(R — O, p* (R --O*. p,„(R — s) 3 , 

Pm, Pm ( R £ ) , P m (R £ )”, P»/ (R + £)’> • • * » 

lesquelles seront toutes deux convergentes, si l’on a R<i, et toutes 
deux divergentes, si l’on aR>i. Donc, etc. 

Scolie. — 11 serait facile de prouver que la limite du rapport ( 29 ), 
dans le cas où celte limite existe, est en même temps celle de l’expres- 
sion ( 20 ) ( voir Y Analyse algébrique, Chap. VI) (*). 

En appliquant les théorèmes 1 et 11 aux séries de Maclaurin et 
de Taylor, on obtient les propositions suivantes : 

Théorème III. — Soient f (.r) une fonction réelle ou imaginaire de la 
variable x, el o,, la valeur numérique ou le module de l' expression 


Soit de plus ‘b la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît indé- 
finiment , les plus grandes valeurs de (9*)" ou bien encore la limite unique 


{ 1 ) OEuvres de Cauchy, S. ÏI, T. III, p. cl G3. 
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(si cette limite existe ) du rapport • La série de Maclaurin , savoir 


( 3 1 ) 


/(o), T /'(o), —/"( O), ^/'(o). 


.vera convergente toutes les fois que la valeur numérique de la variable x 
supposée réelle , o// le module de la même variable supposée imaginaire 
sera inférieur à et divergente toutes les fois que la valeur numérique 

ou le module de x surpassera ~ • 

Démonstration . — Soit r la valeur numérique ou le module de la 
variable x. Le terme général de la série (3i), savoir 


( 3 a) 



f {n) ( o), 

, . . n 


aura pour valeur numérique ou pour module le produit 

in • • 

Cela posé, si, dans les théorèmes 1 et II, on remplace la série (i i) par 
la série (3i), on trouvera évidemment 

( 33 ) p„ 

\\ a>/. 

Donc la série (3i) sera convergente lorsqu'on aura 


( 3 /» ) ou /•<“» 

et divergente lorsqu'on aura 

( 35 ) * <I>/>i ou /•>-[-. 


Exemples. — Si l'on prend pour f ( x ) la fonction e r 



/<"'( O) r- 1, 

9 n _ -> » 

T i . a . o . . . /* 

( 36 ) 


<I> lim — 1 — = o, 

(^ 7 ) 


i 

-=7 — 3 C. 


, on aura 


i 

4- ï * 


OEuures de C. — S. Il, t. IV. 
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Dans le même cas, la série (3i) se trouvera réduite à la série (i i) des 
Préliminaires. Donc cette dernière série, savoir 


(38) 


X 

> 

I 



I . 2.3 


1 . 2 . 3 . 


est convergente tant que la valeur numérique ou le module de x 
n’atteint pas la limite co, c’est-à-dire que la série (38) est conver- 
gente pour une valeur finie quelconque, réelle ou imaginaire, de la 
variable x. On peut en dire autant des deux séries 


(3<>) 


(4o) 


T. a’ i.a. 3. 4’ 

X x :i 

-•-» — > 

1 I .2.0 


.r 6 

i . 2 . 3 . !\ . 5 . 6 9 

X* 

i . 2 . 3 . \ . 5 ’ 


qu’on obtient en posant successivement f(cc) oos.r, f(x) ~ siiur, 
et que l’on déduit de la série (38), en annulant les termes de rang 
pair ou de rang impair, et plaçant le signe - devant le second, le 
quatrième, le sixième, ... des termes conservés. En effet, on aura, 
pour les séries (38), (3c)) et ( ^o), 

i 

(4 0 '!> lim ( ' ) ; 

et, comme cette dernière lormulc devra s’accorder avec l’équa- 
tion (3(>), il faudra qu’elle se réduise à <I» . o. 

Si l’on prend pour /(a?) la fonction l(i + .r), on trouvera 

/<"'( oj (— i)"- 1 i .a. 3. . .(« - i), 

(42) <1> - lim — 1 — 

I 

i H 

n 
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Dans le même cas, la série (3i) deviendra 


.( 44 ) 



A 




m 


Donc cette dernière série est convergente, tant que la valeur numé- 
rique ou le module de x reste inférieur à l’unité. On peut en dire 
autant do la série 

, a x* æ* .r 7 

( 4'* ) - 1 n"~ T > - » » " * * > 

i o «> 7 


que l’on obtient en posant f(x) = arc lang.r, et que l’on déduit de 
la série (44) en annulant les termes de rang pair, et changeant les 
signes du second, du quatrième, du sixième, ... des termes con- 
servés. 

Enfin, si l’on prend pour f{x) la fonction (i p désignant 

une constante réelle, on trouvera, pour de très grandes valeurs de /*, 

/ (/n ( O) ~ p(p I ) 

( 46 ) 

( 4 ;) 


.(p — « -+- 1), 


ŸM+i _ n - - p 
o u "" n pi 


4' - 


- lim 


J, 


i 4- 


0> 


Dans le mémo cas, la série (3i) deviendra 


( 48 ) 


p^p - i ) (f* - J* ) 

fxa. t f ; - •* » î . * 2 ". 3~" ’ 


Donc cette dernière série est elle-même convergente, tant que la 
valeur numérique ou le module de x reste inférieur à l’unité. 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent , mais la fonction f(x) étant réelle , ainsi que la variable x , 
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désignons par G un nombre inférieur à l'unité, par '\> n la valeur numé- 
rique de l’une des expressions 


(49) 


(5o) 


î .2.3. . . n ’ 

(i — 0 )»-'/(»'( O#) 
1.^.3 ...(// — i ) ' 


et par W la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît indéfini- 

1 

ment , les plus grandes valeurs de ('>[;„ )" ou bien encore la limite unique 
(si cette limite existe) du rapport Là formule de Maclaurin , savoir 

Y» 


(5,) /(*)=/( o)-h ~f\o) 4- y~f"(o) 


subsistera pour toute valeur de x, à laquelle correspondra une valeur 
du produit renfermée entre les limites — j, + f. 

Démonstration. — Soit r la valeur numérique de x. Si le pro- 
duit Wx est renfermé entre les limites — i, i, on aura 


(5a) IV <i. 

Donc alors la série qui aura pour terme général le produit 

(53) — —— -f n> (0.r) 

ou 

( 54) ~ ( I 0) u ~' /< H UOx) 

1.2.3... (/i — i ) J v 

sera convergente. Donc ce produit s'évanouira pour n — z c, «*t l’équa- 
tion (8) ou (6i) de la huitième Leçon entraînera la formule (5i). 

Corollaire 1. — La formule (5i) subsistera pour toutes les valeurs 
réelles de a; comprises entre les limites 
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si, pour chacune de ces valeurs, l’un des rapports 


(56) 


/•<">( Bœ) 


( 37 ) 


( i — ) 

7 ( Môj 


conserve une valeur finie, tandis que le nombre n devient infiniment 
grand. Kn effet, soit y„ la valeur numérique du rapport ( 56 ) ou (. r > 7 )' 
et supposons que cette valeur numérique reste constamment infé- 
rieure au nombre k. L’expression 

1 

(/.// )" y 
I 

constamment plus petite que k\ convergera, pour des valeurs crois- 
santes de n f vers une limite égale ou inférieure à k l) -- i ; et l’on 
pourra en dire autant de l’expression 

\_ 

("y.nY'y 

puisqu’on aura, en vertu de la formule (24) de la page 323 , lirn/2" — 1 . 
D’ailleurs, si les quantités et y n désignent les valeurs numériques 
des rapports (ty) et (06), on aura évidemment 

■■ ?» 

et, par suite, 

t 

»r _ <!• li 111(7 ,, )" 'I'- 


De même, si les quantités <\ H et y n désignent les valeurs numériques 
des rapports ( 5 o) et (07), on aura 


•et, par suite, 




1 

— 4> liin(« XnY'Z < h- 


Kn conséquence oiç aura nécessairement, dans l’hypothèse admise, 
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Donc la condition (5a) sera satisfaite, et la formule (5i) subsistera, 
pour toutes les valeurs réelles de x propres à vérifier la condi- 
tion (34), c’est-à-dire pour les valeurs réelles de x , qui rendront 
convergente la série (3i). 

Exemples. — Si l’on prend /(x) — e x , le rapport (56) se trouvera 
réduit à l’exponentielle 

(58) e 0jr . 

Or cette exponentielle, dans laquelle la seule quantité G varie avec n, 
mais de manière à rester comprise entre les limites o, 1 , conserve 
évidemment une valeur finie pour chaque valeur finie de x, tandis 
que le nombre n croît indéfiniment. Donc la formule ( 10 ) de la Leçon 
précédente subsistera, pour toutes les valeurs réelles de x qui ren- 
dront convergente la série (38); ce que l’on savait déjà. 

Si l’on prend successivement pour /‘(.r) les deux fonctions 

on trouvera, pour les valeurs correspondantes du rapport (07 ), 



Or, dans ces dernières expressions, les deux facteurs ~~0 
conservent des valeurs finies, pour chaque valeur finie de x, et le 
facteur I . , ■■ \ reste inférieur à l’unité, lorsque, le nombre n — 1 

étant positif, la variable x est renfermée entre les limites x — — 1 , 
x — 1 . Donc les formules (i5) et (36) de la Leçon précédente sub- 
sistent pour toutes les valeurs de x renfermées entre ces limites; ce 
que l’on savait déjà. 

Corollaire II. — Le corollaire 1 s’étend au cas même où les valeurs 
de J { "'i o), correspondantes à certaines valeurs de n, s’évanouissent, 
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pourvu que, dans ce cas, on ne tienne aucun compte des valeurs cor- 
respondantes des rapports (56) et ( 57 ). 

Exemples. — Si l’on prend successivement pour f(x) les deux 
fonctions cosa:, sina?, l’expression (56) se trouvera réduite à l’un des 
rapports 



. n 71 
SUl — - 
2 


Or ers doux rapports acquerront des valeurs infinies, correspon- 
dantes à des valeurs milles de / ( "i( o), le premier quand le nombre n 
sera impair, et le second quand le nombre n sera pair. Mais, si, ne 
limant aucun compte de ces valeurs infinies, on attribue toujours au 
nombre //, dans le rapport (Cm) une valeur paire, et dans le rap- 
port ( () 2 ) une valeur impaire, on verra ces rapports se réduire con- 
stamment à Tune des quantités finies 

si 11 jt y cos J", — siror, - cos.r. 

Donc les formules (i i) et ( 12 ) de la Leçon précédente subsistent pour 
toutes les valeurs réelles possibles de la variable a. 

Des raisonnements semblables à ceux que nous venons (remployer 
pour établir les théorèmes III et IV, étant appliqués, non plus à la 
série de Maclaurin, mais à celle de Taylor, conduiront immédiatement 
à deux autres théorèmes que nous allons énoncer. 

Thkokümk V. — Soient /(.r) une fonction réelle ou imaginaire de la 
variable réelle ,r; h une constante réelle ou imaginaire , et z>„ la valeur 
numérique ou le module de V expression 

1 

1 . a . 3 . . . n 


( 63 ) 
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Soit de plus $ la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît indè- 

1 

fi aiment , les plus grandes valeurs de (ç w )'\ ou bien encore la limite 

unique ( si celte limite existe) du rapport 2"— • La série de Taylor , savoir 

? n 

(64) f{x), — /'( r ) , 

sera convergente, toutes les fois que la valeur numérique ou le module 
de h sera inférieur à et divergente , toutes les fois que la valeur numé- 
rique ou le module de h surpassera ~ • 

Exemples. — Si l’on prend pour f(x) l’une des trois fonctions 

e x , cos.r, sin.r, 

on trouvera <I> o, ^ = oc. Donc alors la série ((>4) restera conver- 
gente pour toutes les valeurs finies, réelles ou imaginaires, de la con- 
stante h, ainsi qu’on l’avait déjà remarqué. 

Si Ton prend pour f(x) l’une des fonctions 

hr, æP, 

on trouvera, en désignant par r la valeur numérique de la variable 
réelle x , 



Donc alors la série (64) sera convergente tant que la valeur numé- 
rique ou le module de h restera inférieur à la valeur numérique de x ; 
ce que l’on savait déjà. 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent , mais la fonction f(x) étant réelle , ainsique la constante h % 
désignons par G un nombre inférieur à T unité, par la valeur numé- 
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f (n) (x -f- Oh) 
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(65) 

( 66 ) 


I . 2 . 3 . . . /I 

(l-O)n-lfV D(. r -4 -Oh) 


i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 

et par /a limite vers laquelle convergent , tandis que n croît indéfini- 

j, 

nient, les plus grandes valeurs de )" , ou bien encore la limite unique 
(si cette limite existe ) du rapport • La formule de Tàylor , savoir 


li- 


ft ' 


(<>7) /V 4- h) ■=/(&) 4- jf'(æ) 4- + — ïfiæ) -K . -, 


subsistera pour toute valeur réelle de h, à laquelle correspondra une 
valeur du produit W h comprise entre les limites — i , -f- i . 

Corollaire J. — ' La formule (67) subsistera pour toules les valeurs 
réelles de h comprises entre les limites — -f- si, pour chacune 

de ees valeurs, Lun des rapports 


(68) 


(69) 


/<">(; x 4 - Oh) 

( ï (5 pe- I /( . r 4 - O h) 


conserve une valeur finie, tandis que n croit indéfiniment. C'est ce 
que Ton démontrera sans peine par des raisonnements semblables a 
ceux dont nous avons déjà fait usage pour établir le corollaire I du 
théorème IV. 


Exemples. 

fonctions 


Si l’on prend successivement pour f(x) les deux 


on conclura du corollaire précédent que les formules ( 54 ) et ( 55 ) de 
la page 377 subsistent dans le cas où la valeur numérique de h est infé- 
rieure à celle de x . 

5 o 


OEuvres de C. 


S. Il, t.lV. 
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On pourrait croire que la série de Maclaurin a toujours /(j?) pour 
somme, quand elle est convergente, et que, dans le cas où ses diffé- 
rents termes s’évanouissent l’un après l’autre, la fonction /(.r) s’éva- 
nouit, elle-même. Mais, pour s’assurer du contraire, il su (lit d’observer 
que la seconde condition sera remplie, si l’on suppose 

(70) A*)--e 

et la première, si Ton suppose 

(71) /(.r)r- v U . 

Cependant la fonction e x n’est pas identiquement nulle, cl la 

série déduite de la première supposition a pour somme, non pas le 
-(!)*. 

binôme e~ d " ~b e r , mais son premier terme e“ r \ Les memes re- 
marques sont applicables à la série de Taylor. 

Au reste, on reconnaîtra facilement que la fonction /(.r), réelle ou 
imaginaire, ne peut être la somme d’une série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de .r, qu’autant que celle série 
coïncide avec celle de Maclaurin. En effet, soit 

(72) ./*( ) ~ (t 1 •** -H r n ./■ * -r* . * , . 

En difïerentiant plusieurs fois cette équation par rapport à .r, et obser- 
vant que l’équation (12) de la troisième Leçon subsiste' dans le cas 
même où le polynôme 

au bp -f- c tr -f- . . . , 

se composant d’un nombre infini de termes, devient la somme d'une 
série convergente, on trouvera 

J '(’*') ^1 “C 2 «J.r -H 3 G3&* H- . . . , 

/"(•*' ) -- I . 2 rt 2 + 2 . +■ . . . , 
f’(x) 1 . 2 . 3 ( 7 ,-!-. . ., 
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puis, on posant æ — o, on tirora des équations (72) et (73) 

(74) f(o)--a 0 , f (o) — <*„ /»(o)=i i.3or t , /"(o) — 1 .a.3«, 

et, par suite, 

(-5) <7 0 “/. f(o), 7 /'(O), r ; 2 -/"(o), 7 : ‘ 73 /"(oj, 

Or, si l’on substitue, dans la formule (72), les valeurs précédentes 
de a,, r/ 2 , . . . , on sera évidemment ramené à l’équation ( 5 i). 

On prouverait de la même manière que la fonction /(.r -4- A) ne 
peut être la somme d’une série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de A, qu’autant que cette série coïncide avec 
celle de Taylor. 
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ONZIÈME LEÇON. 


]>KS VALEURS QUE PRENNENT l.ES FONCTIONS d'uNE SEULE VARIABLE .r, 
QUAND CETTE VARIABLE DEVIENT IMAGINAIRE. 


Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 
donnée, après avoir été considérées comme réelles, sont ensuite sup- 
posées imaginaires, la notation à l’aide de laquelle on exprimait la 
fonction dont il s’agit ne peut être conservée dans le calcul qu’en 
vertu d’une convention nouvelle propre à fixer le sens de cette nota- 
tion dans la nouvelle hypothèse. Si l’on considère en particulier les 
notations propres à représenter les fonctions simples, savoir 

a 4- a — .r, a .r, A x , L,r, 

sin r, cos.r, aresin.r, arceoScr, 

il suffira, pour en fixer le sens, dans le êas où la variable .r devienl 
imaginaire, de recourir aux principes que j’ai développés dans Y Ana- 
lyse algébrique (voir les Chapitres VII, VIII et IX), et que je vais rap- 
peler en peu de mots. 

On appelle expression imaginaire toute expression de la forme 

P +■ n \i — 1 » 

p et q désignant deux quantités réelles. Une semblable expression no 
signifie rien par elle-même, non plus que le signe \/— r. Mais, lorsque 
Ton combine des expressions imaginaires en Ire elles, par voie d’ad- 
dition, de soustraction, de multiplication, etc., en opérant comme si 
\'— 1 était une quantité réelle dont le carré fut égal à — i, on obtient 
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pour résultats de nouvelles expressions imaginaires; et il peut être 
utile de signaler les relations qui existent entre les quantités réelles, 
comprises dans les expressions imaginaires données et dans celles 
qui résultent de leur combinaison. Pour retrouver plus facilement 
les relations dont il s’agit, on est convenu de regarder comme égales 
deux expressions imaginaires 

P -i- q y — i , P -h O v'— i , 

lorsqu’il y a égalité de part et d’autre : i" entre les parties réelles p 
et P; 2 ° entre les coefficients de \J— i, savoir q et Q. Cela posé, toute 
équation imaginaire n’est que la représentation symbolique de deux 
équations entre quantités réelles. Par exemple, l’équation symbo- 
lique 

cos (a + (3) -+- \l — i sin (a (3) 

— cos x cos ,3 — si n y. sin (3 -t- (sin a cos (3 -H sin [3 cos a) y/— i , 

dans laquelle a, [i désignent deux arcs réels, équivaut seule aux deux 
équations réelles 

{ cos ( y. 3 ) - cos y. cos .3 — sin x si n 3, 

(a) 

( sin (« -+- (3) sin y. cos (3 -+- sin [3 cos x. 

Lorsque, dans l’expression imaginaire 

p -h q \f- I , 

le coefficient q de \j — i s'évanouit, le terme < 7 y/ — 1 est censé réduit 
à zéro, et l'expression elle-même à la quantité réelle />. En vertu de 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantités réelles. 

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que 
les quantités réelles, aux diverses opérations de l’Algèbre. Si l’on 
effectue en particulier l’addition, la soustraction ou la multiplica- 
tion de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant 
d’après les règles établies pour les quantités réelles, on obtiendra 
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pour résultat une nouvelle expression imaginaire, qui sera ce qu’on 
appelle la somme , la différence ou le produit des expressions données, 
et l’on se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, 
cette différence ou ce produit. On aura, par exemple, 

( cosa -i'- y — i sin a) (cosj3 -4- y — * sinj3) 

= cosa cos(3 -- sina sin [3 -4- (sina cos {3 4- si n (3 cosa) y i , 

d’où il résulte que l’équation (i) pourra s'écrire comme il suit : 

( cos («4-3)4 y 7 — i si n ( a 4- 3 ) 

(3) 

( "= ( cos a 4- y^ — i s i n a ) ( cos j3 4- y ; — i s i n (3 ) . 

En multipliant les deux membres de cette dernière équation par de 
nouveaux facteurs de la forme 

cos y 4- y' — i sin y, 

ou trouverait généralement 

cos ( a 4- j3 4- y 4- . . .) -h y — i sin ( a 4- p 4- y 4- ... ) 

— ( cos a 4 - V 1 sin a ) ( cos J3 4- \/ — ■ i si n j3 ) (cos y 4- y — i si n y ) . . . . 

quel que fut le nombre des ares réels a, [3, y, 

En vertu de ce qu'on vient de dire, si l’on désigne par ri une con- 
stante réelle, et par x une variable imaginaire ou de la forme 

p 4- q i , 

les notations 

(5) a }- x, a — x, a.r 

devront cire employées pour représenter les expressions imaginaires 

(6) a 4- P 4- q V — i , a — p — q y - i , np 4- aq y — i . 

Si la constante a devenait imaginaire ou de la forme 



a + p V - 7 , 
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les expressions imaginaires, représentées par les notations (5), 
seraient respectivement 

( 7 ) j 

\ a/; — ~b («7 4 - fi]>) j— 1 . 

Le produit de deux expressions imaginaires conjuguées ou <|ui ne 
diffèrent entre elles que par le signe du coefficient de y /— i, se réduit, 
comme on l’a déjà remarqué dans la Leçon précédente, au carré du 
module de chacune d’elles puisque l'on a 

( <S ) ( l> -b rj Y 7 -- 1 )(p — (J si - 1 ) ' />- -b 7 - . 

Si l’on supposait en particulier 

/?-=cos2, 7 si n a, 

un trouverait 

(9) (cos a -b V — 1 si 11 a) (cos a — \j — 1 siu a) cos 2 a ~b sin- a 1. 

Diviser une première expression imaginaire par une seconde, c’est 
trouver une troisième expression imaginaire qui, multipliée par la 
seconde, reproduise la première. Le résultat de cette opération est le 
quotient des deux expressions données. On se sert, pour l'indiquer, 
du signe ordinaire de la division. Cela posé, si l’on désigne par a et 
par x une constante et une variable imaginaire, c’est-à-dire de la 
forme 

a -b J 3 y — 1 et P -b 7 \ 1 , 

on conclura sans peine de l'équation (8) que les notations 


doivent être employées pour représenter les deux expressions imagi- 
naires 


00 


n 

P 1 -i- <f 


7 


p 2 - b 



et 


*/> + {jP - * <L /“ 

p 1 -b 7 2 p* b 7* V 
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Dans le cas particulier où la valeur de x est de la forme 

æ — cos a -b \/— 1 sin a, 

on tire de l’équation (9) 

( 12 ) ’ - - = cos « — \ — I sin a. 

cos a 4 - 1 si n a 

Une propriété remarquable de toute expression imaginaire 

P q y — 1 * 

c’est de pouvoir se mettre sous la forme 

/'(cos/ 4 - y-— 1 sin / ), 

r désignant une quantité positive et / un are réel. En effet, si l’on 
pose l’équation symbolique 

( 1 3 ) /• ( cos / h — j sin/) ~ p -i- q — 1 

ou, ce qui revient au même, les deux équations réelles 

( 1 4 ) /■ COS / — />, /• si II / rr </, 

on en tirera 

p 2 4 - q 2 — r - ( cos 2 / 4 - sin 2 / ) — / ? , 

( 1 5 ) r — y'p- 4 - (f - , 

cl, apres avoir ainsi reconnu que le nombre r doit coïncider avec le 
module de l’expression imaginaire 

p^q\J- 1 , 

il 11e restera, pour vérifier complètement les équations (il), qu'à 
trouver un arc / dont le cosinus et le sinus soient respectivement 


(. 6 ) 


CO S / 


\>p- 4 - 7 2 


sin / 


„ // 
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401 


(•7) 


tangJ 


sin t 
co st 


dont la racine la plus petite (abstraction faite du signe) est l’arc 
désigné par la notation arctang-- Soit 


(18) 


r “ arc tang- 


ue même arc, qui est nécessairement compris entre les limites 


— > 
2 


-f~ On trouvera 


a SI n T 

-- = tangr = - 
p cosr 


( r 9) 


CO S T 


sin t y^cos 2 r sin 2 ? 

ÿ vV -4- 7 2 


\jp 


et, comme le cosinus de l’arc t ne pourra être qu’une quantité posi- 
tive, il est clair que la formule (19) devra se réduire, lorsque p sera 
positif, à 


COS T __ SUIT 

P ( i ~ \jp rj r q l 


( 20 ) 

et, lorsque p sera négatif, à 
(20 

Donc, si l’on suppose p >* o, on aura 




COS T SUIT 

p — 7f~ 


s/p* + T 


(22) cost • ^ > sin*-- -- — ÿt — ; 

'l' \ P* •+■ 7* 

et, comme alors les formules (it>) deviendront respectivement 

(23) c.os* = cost, sin t = sinr, 
la valeur générale de t sera évidemment 

(24) / T — 2 k TT, 


OEuvres de C. — S. Il, t. IV, 
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k désignant un nombre entier quelconque. Au contraire, si l’on sup- 
pose p négatif, on trouvera 


(25) 


COS T ' 


V7> s -+- 7 2 


sinr : 


V/»* H- 7 4 ’ 


et, comme dans ce cas les formules (16) deviendront 


(26) 


cos t “ — cos t, si n L — sinr, 


la valeur générale de / sera 

(27) t r ± (2/1 4 - I ) TT • 

On peut observer encore que, en vertu de la formule (i5), rffhnie aux 
formules (22) ou (2.5), on aura, en supposant />> o, 

(28) p 4- <y ' 1 -- r( cost 4- \/ — 1 sinr), 
et, en supposant p < o, 

(29) p 4- (] v/- * - - / (cost 4- v r - 1 sinr). 

Elever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m dési- 
gnant un nombre entier), c’est former le produit de m facteurs égaux 
il cette expression. On indique la ni u mv puissance de x - - p r/ \ 1 

par la notation x m . Si, pour plus de commodité, la valeur de x est 
présentée sous la forme 

(00) .r r(cos/ -h \J— 1 si n /), 

la valeur de x m se déduira aisément des principes ci-dessus établis, 
et sera donnée par l’équation 

( 3 j ) x m -- r m ( cos m t 4- y/ — 1 si n m 1 ). 

Dans le cas particulier où la constante p est positive, on peut sup- 
poser t = t, et l’on a par suite 


(32) 


x m ~ r m ( cos m r 4- sj — 1 si n m t ), 
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les valeurs des constantes r et t étant fournies par les équations (i5) 
et (iB). 

Extraire la racine rc Uœe de l’expression imaginaire x = p -+- q\l — i 
ou, en d’autres .termes, élever cette expression à la puissance du 

degré c’est former une nouvelle expression imaginaire dont la 

puissance reproduise p-\-q\ i. Ce problème admettant plu- 
sieurs solutions, comme on le verra tout à l’heure, il en résulte que 
l’expression imaginaire x a plusieurs racines du degré n. Dans le cas 
où la constante/; est positive, l’une des racines dont il s’agit est évi- 
demment l’expression imaginaire à laquelle on parvient, quand on 

remplace, dans le second membre de l’équation (32), ni par puis- 
qu’on a dans ce cas 

/•"^cos ” -l- \ j — i sin j j /'(cost 4- \ / ■ i suit) ■ r . 

J 

Cette racine est celle que nous indiquerons par la notation a*", en sort 
qu’on aura, en supposant /> > o, 

( 33 ) je" — / " ^eos ~ -h y'— i sin 

\ 

Ajoutons que, si l’on emploie la notation ((.r))" pour désigner indis- 
tinctement l’une quelconque des racines de x du degré /i, on trou- 
vera, en supposant /;>o, 

(34) x /‘(cosr-i- v^— • sint), 
d’où l’on conclura 

il/ , • i 

(35) ((•c))"--_- r"(c os ~ + v — i sin ^ j ((i))", 

et, en supposant p o, 

x /•( cost + v / — ~ suit), 


(36) 
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d’où l’on conclura 


(* 7 ) 




r 

n 


+ v/- 


i sin 


«-or- 


En effet, il est facile de reconnaître qu’en élevant à la n' cme puissance 

le second membre de la formule (35) ou ( 37 ), on reproduit le second 

membre de la formule (34) ou (36); et d’ailleurs, pour s’assurer que 

1 

toutes les valeurs de ((oc))" sont fournies par l’équation (35) ou ( 37 ), 
il suffit d’observer que, si l’on fait 


( 38 ) 


t 



on en tirera, en supposant p > o, 
( 3 9 ) 


“ = ((>))% 


et, en supposant p < o, 

1 

(4o) » u — — ', " — ((—or- 

1 1 

Quant aux valeurs générales de ((i))" et de ((— i))'\ on les obtiendra 
en cherchant les valeurs de x — r(cos/ -h y/ — 1 sin/), propres à véri- 
fier i° l’équation 

( 4 1 ) x n = r n (cos nt -t- y 7 — 1 si n nt) — i , 

2 ° l’équation 

(4a) jr n ~ r ,l (cosnt \J — i sin«/) — — i. 

Or on satisfera évidemment a l’équation (4 1 )’ en prenant 

>' n ~ i, r = i, 

cos/i/ -H y/— i sin/*/ = i, cos/i/~i, sin/*/“ 0 , 
nt ~ dr 2 ki r, t rr ±z — — » 
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et désignant par k un nombre entier quelconque; tandis qu’on véri- 
fiera l’équation (42), en prenant toujours r n — r, r = 1, et de plus 

cos ni -t- y/— 1 sin/i£ ~ — j , cos nL : 1 , sin/i^ = o, 


nt — dt (2 /{ 1 )it y 


tT=± 


( 2 k -h 1 ) 7 i 
a 


On aura donc généralement 


(43) 


«o r= 


/• 

: co s — ■— ± y - 


sin 


2 kit 
n 


et 

(44) 


((__,))»-- cos 


(2 k -h l) 7T 


: y/:-- 


- . f 2 k -4- r ) 7t 

s,n — 

n 


Une remarque importante à faire, c’est que les équations ( 43 ) et ( 44 ) 

l l 

fournissent, pour chacune des expressions ((i))", ((— i))", n valeurs 
distinctes que l’on obtient, en prenant successivement pour k les 
divers nombres entiers compris entre les limites — o, n - (voir, pour 

de plus amples développements, V Analyse algébrique, Chap. Vil) (' ). 

Outre les puissances entières et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent à considérer leurs puissances 
fractionnaires ou négatives. Ces dernières résultent d’opérations sem- 
blables à celles qui fournissent les puissances fractionnaires ou néga- 
tives des quantités réelles. Ainsi, par exemple, pour élever l’expres- 
sion imaginaire x = p -+- q \/ — i ii la puissance fractionnaire du 
degré il faut, en supposant la fraction réduite à sa plus simple 

expression : i° extraire la racine de l’expression donnée: 

2° élever cette racine à la puissance entière du degré m. Le pro- 
blème pouvant être résolu de plusieurs manières, nous désignerons 
indistinctement l’une quelconque des puissances a?, du degré par 

m 

la notation ((.a?))". Cela posé, si l’on élève à la puissance ni""" 1 les (*) 


(*) OE uvres de Cauchy , S. II, T. III. 
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deux membres de la formule (35) ou (37), on trouvera : i°en sup- 
posant p > o, 

m ni . m 

( 45 ) ((#))" : = r " (cos ™ z -h y 7 - 1 sin ~ Ttj (( 1))" ; 

2 0 en supposant p < o, 

ni m / • \ tn 

( 46 ) ((.-r))" — r" (cos yr.-b 1 siu 7 J ((— 1))'" . 


Quant aux diverses valeurs de ((1))" ou de ((— 1))" , on les obtiendra 
sans peine en élevant à la puissance m les deux membres de la for- 
mule (43) ou (44), et l’on reconnaîtra qu’elles coïncident avec les 

1 1 

diverses valeurs de ((1))" ou de ((— 1))" ( voir Y Analyse algébrique, 
Chap. VII). Ajoutons que, si la quantité p est positive, on obtiendra 

m 

une valeur particulière de ((a?))", en élevant à la puissance m les 
deux membres de la formule (33). Cette valeur particulière, que l’on 

m 

déduit de la formule (4<>) en réduisant ((1))" à l’unité, sera désignée 

m 

par la notation x " , en sorte qu’on aura 


( 47 ) 


/// y . m 

cos — r -h y — 1 si 11 - 


Elever l’expression imaginaire x à la puissance négative du 
degré — m, ou — ou — c’est diviser l’unité par la puissance 

du degré m, ou ou y- Le problème admettant une solution seule- 
ment dans le premier cas, et plusieurs solutions dans chacun des 

deux autres, on indiquera la puissance du degré — m par la nota- 

— — 

tion simple x~"\ tandis que la notation ((x)) ", ou ((x)) " représen- 
tera une quelconque des puissances du degré — ÿ ou — Enfin 

_ i m 

on désignera par x ” ou para; " le quotient que fournit la division 
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1 , m 

de l’unité par la puissance x" , ou x n . Cela posé, on tirera des équa- 
tions (3i), (45), (46) et ( 47 ) : i° quel que soit le signe de />, 

(48) æ~ m — : r - "‘(cos»jf — \J — 1 sinml); 

. 2 ° dans le cas où p sera positif, 

(49) ((•*))" " — '■ " (cos j t t - v 7 — > sin ?J (( 1 )) " , 

W //l / \ 

/ m //* \ 

( 5o ) J- " — /• " / cos - T — \J— I sin T J ; 

3° dans le cas où p sera négatif» 

• m m , \ ni 

(50 ((•*’)) " — r " (cos — \/— 1 sin ~zj ((— 1 )) 

ni ni 

Quant aux diverses valeurs de l’expression ((r)) " , ou ((— 1 )) ", on 
reconnaîtra sans peine qu’elles coïncident avec les diverses valeurs 

1 b 

de l’expression ((i))' 1 , ou ((— i))". 

Il suit évidemment des formules (32), (33), ( /§ 7 ) et (5o) que, si 
l’on désigne par a 11 m ‘ quantité positive ou négative, entière ou frac- 
tionnaire, on aura, en supposant x = p -h q y / — 1 , e( p > o, 

( f > 2 ) . v a --- r a ( cos a z -h 1 sin r/ 7 ). 

Cette dernière équation avant lieu toutes les fois que la valeur numé- 
rique de la constante a est entière ou fractionnaire, l’analogie nous 
conduit à l’étendre au cas meme ou la valeur numérique de a devient 
irrationnelle. Alors l’équation dont il s’agit sert à fixer le sens de la 
notation x“; mais il n’est plus possible de conserver dans le calcul les 
notations ((i)) rt , ((#))", à moins de considérer chacune d’elles comme 
propre à représenter une infinité d’expressions imaginaires. 

Lorsque la quantité p devient négative, on ne voit plus, même en 
supposant fractionnaire la valeur numérique de «, quelle est celle des 
valeurs de l’expression ((#))“ que l’on pourrait distinguer des autres 
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et désigner par la' notation x a {voir, à ce sujet, le premier article des 
Exercices de Mathématiques pour l’année 1826) (' ). Mais alors, — p 
étant une quantité positive, on trouvera, pour une valeur réelle quel- 
conque de la constante a, 

(53) (— x) n r a (cosnT -+- i sinar). 

Ajoutez que, si l’on désigne para une quantité positive ou négative, 
('litière ou fractionnaire, on aura, en supposant P> o, 

(54) ((.r)) n — ««((i))", 

( 55 ) ((i))“— : cos 2 ko . Te -t-y -- 1 si n 2 ha r:, 

et, en supposant p < o, 

(56) {{x)r=:(~.x )«((-!))«, 

(57) ((— i))" — cos[^ 2 /« 4- i)07î] 4- y 7 — 1 sin [(2 k +- i)mr ]. 

Considérons maintenant les six notations 
i A*, si 11 x, cos.r, 

< 58 > L 

( L .r , a T C sm ./■, a rc cos .r. 

Si l’on attribue à la variable x une valeur réelle, ces six notations 
représenteront autant de fonctions réelles de x , qui, prises deux à 
deux, seront inverses l’une de l’autre, c’est-à-dire données par des 
opérations inverses, pourvu toutefois que, A désignant un nombre, 
L exprime la caractéristique des logarithmes dans le système dont la 
base est A. Il reste à fixer le sens de ces mêmes notations dans le cas 
où la variable x devient imaginaire. C’est ce que je vais faire ici en 
commençant par les trois premières. 

On a prouvé que, dans le cas où la variable x est supposée réelle, 
les trois fonctions représentées par 

A T , sin . z-, cos a" 


( l ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. n. 
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sont toujours développables en séries convergentes “Ordonnées suivant 
les puissances ascendantes et entières de cette variable. On a en effet, 
dans cette hypothèse (voir la neuvième Leçon), 


( 5 9 ) 

(60) 

( 6 .) 


A * = , +7 I A + ~(IA)‘ + ^3(IA). + 


cos x = i 


S 1 I 1 X = 


1.2 I . 2 . 3 . 4 ’ ’ ’ 


.2.3 i . 2 . 3 . 4 . 5 


la caractéristique 1 indiquant un logarithme népérien. De plus, comme, 
en vertu des remarques faites dans la dixième Leçon (page 386), les 
séries qu’on vient de rappeler restent convergentes pour toutes les 
valeurs réelles ou imaginaires de la variable x, on est convenu 
d’étendre les équations (%), (6o), (6i) à tous les cas possibles, et 
de les considérer comme pouvant servir à fixer, lors même que la 
variable devient imaginaire, le sens des trois notations 


X x , sin x, cos æ 1 . 


Observons à présent que, si, dans l’équation ( 59 ), on fait A — e 
(e désignant la base des logarithmes népériens), on en tirera 

OC OC ^ 

(62) e x — I H -h h ... ; 

' 11.2 


puis, en écrivant successivement, au lieu de x, 

OC ] A , x sJ — i , — x sJ — i , 

( 63 ) 


( 64 ) 


e x\K 

x 

— : I -f- — 1 A -j— 

1 

x 2 

1 . 2 

(1 A)- -t- 

X 3 

1 . 2 . 

3<'A)* + 



X 2 

,T 3 

t/- 


qXs]—\ 

— 1 H \J— 1 — 




l-h..., 


I y 

I . 2 

1.2.3 



ü 

I 

-iîi 

il 

I 

X 2 

I .2 

X 3 

+ 1.2.3 

1 1 

I -h ’ 




OEuvres de C . — S. II, t.IV. 
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On aura, par suite, 

(65) t’ x,A 

j —005X4 -^ — ! situ - , 

( e~ x v' : 


( 66 ) 


v '-i __ COSt ^ — \J — i sin.r, 
et l’on conclura des équations (66) 

W~ l -4- r x v /Ll 

( 67 ) COS CC — ? sin : 


y/— 1 # y — 1 

2sJ — I 


la variable x pouvant toujours être réelle ou imaginaire. Cela posé, 
il sera facile d’obtenir sous forme tinie les valeurs de e x , A r , sina; 
et cosa? correspondantes à une valeur imaginaire p 4- q \j — i de la 
variable a-; et d’abord, en ayant égard à la formule ((>7) de la neu- 
vième Leçon, on trouvera 

/— r /— ( n t n \ — 1 ) s ( n 4- n \> — 1 V 

<? x — c /> + W-« = 1+ p 4- q\J- 1 4- -t- — --a 4-... 

1 ' 1 . a 1.2.3 

ri' ( cos 7 4- y - 1 siri q ). 

On aura donc 


( 68 ) 


e x ~~ e p ( cos q 4- \] — 1 si n q ). 


De plus, la valeur de e x étant déterminée par l’équation (68), les 
valeurs des notations 


(69) 


A x , sin.r, cos a? 


se déduiront immédiatement des formules (65) 01(67), et l’on recon- 
naîtra que ces notations doivent être employées pour représenter les 
expressions imaginaires 


(70) 


Ac(cos 7 IA 4- y'— 1 sin<7 1 A), 

e q . e? — e~‘i , 

sin p h — - co spsj-i, 


e q^f-q e q — e ~q 

cos p — sin p y — 1. 
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Ajoutons que l’équation (68) peut être présentée sous la forme 

(71) e x ~ e 1 ’ ei . 

Or, k l’aide de cette dernière et des équations (65), (66), on étendra 
sans peine à des valeurs imaginaires quelconques des variables x, y 
les formules communes qui expriment les propriétés des fonctions 
A®, cosa;, sin#. On trouvera, par exemple, 


( 7 2 ) 

( 7 3 ) 

( 74 ) 


e x+ y — e x e?, 

A *+r— A X A y, 

cos(jt + y) cos# cos/ — sin x sin/, 

sin (x -\-y) — sin x cos y -h sin y cos.r, 


sin 


x — cosa\ 


cos 


sin x. 


(Concevons maintenant que l’on cherche les diverses valeurs réelles 
ou imaginaires de y et de s propres à résoudre les deux équations 

(76) er-x, 

(77) K z =x. 

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de x calculés : 
i° dans le système népérien; 2 ° dans le système dont la base est A, 
et représentés par l’une des notations 

UU')), h((^)). 

De plus, comme on aura, en vertu de la formule (65), 

A s ._e 5,A , 


il est clair que les inconnues y et ^ seront assujetties a l’équation de 
condition 


v — z IA ou 



L((*)) 


•((*)) 

IA 


en sorte qu’on trouvera 

( 78 ) 
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Donc, pour obtenir les logarithmes de x dans le système dont la base 
est A, il suffira de diviser par 1 A les logarithmes népériens de la même 
variable, et par conséquent on pourra se contenter de résoudre l’équa- 
tion (76). Or, si l’on pose 

x — p -h q y/— 1 et. y — P -t- Qv/— 1 , 

P, Q désignant, ainsi que p et q , des quantités réelles, l’équation (76) 
donnera 

gP+ç^-i - e p (cosQ -t- y/ — 1 sinQ) — p + 1, 

puis l’on en tirera : i° en supposant /?> o, désignant par k un nombre 
entier quelconque, et ayant égard à la formule (28), 

e'‘(cosQ 4- y/— 1 sinQ) r(cosr -+- y/— 1 sinr), 
e''=r, !» = !/•, 

cosQ 4- y — 1 sinQ — cosr 4- \f— i sinr, 
cosQ = cosr, sinQ =- sinr, Qr=T± 2 ^ 7 r; 

2 0 en supposant/? <0, et ayant égard à la formule (29), 

«•'(cosQ -1- y/ — 1 sinQ) = — ?’('cosr -h y/ — 1 sinr ), 

<?■’— /•, P = l/-, 

cosQ -t- y/— ' sinQ — — (cosr 4-^— 1 sinr), 
cosQ= — cosr, sinQ =— sinr, Q = r ± (2 k 4- 1) n. 

On aura par suite, pour une valeur positive de p, 

(79) !((•*)) — 1 >’ 4 - r y/— 1 ±‘>.kn y/— 1, 
et, pour une valeur négative de />* 

(80) 1 (( j™)) — 1 /- 4- r y/ — i±(2Â-4-i)7ty/— 1. 

Si l’on fait en particulier x — 1 ou x = — 1, on tirera de la for- 
mule (79) ou (80) 


( 8 .) 


!((«)) =± 2kn\J— i 
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ou 

(82) 1((— i)) =r± (2ÂT + I)7TV/— I, 

puis l’on conclura des quatre dernières équations : i° en supposant. 

P> o, 

(83) l ( (* ) ) = lr-Ht^ + !((.)); 

2 0 en supposant p < o, 

(84) I ((.*)) = l/ - -+- ~i -+• l((— 1 ». 

Dans le cas où la quantité p reste positive, le plus simple de tous les 
logarithmes de x est celui qu’on obtient en faisant k = o dans l’équa- 
tion (79), et l((i)) = o dans l’équation ( 83 ). Ce même logarithme 
qui, pour une valeur nulle de <7, se réduit au logarithme réel de p, 
sera celui que nous désignerons par la notation \x, en sorte qu’on 
aura, en supposant p > o, 

(85) \x --:)/• + T 

Cela posé, on trouvera évidemment, pour des valeurs positives de la 
quantité p, 

(86) ' !((*)) -I* -H I (( 1 )), 

et, pour des valeurs négatives de p, 

(87) i((*)) = K-*) + i((-0). 

De plus, si , p étant positif, on supprime les parenthèses doubles ren- 
fermées dans le second membre de l’équation (78), on obtiendra une 
valeur de L((.r)), que nous désignerons par la notation Lx, en sorte 
qu’on aura 

(88) Lx- || — Lr+ 

Ajoutons que l’on ne fera jamais usage des notations \x ou Lx dans 
le cas où la quantité p sera négative. 
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Après avoir calculé les divers logarithmes de l’expression imagi- 
naire 

x~p-\-q \J— 1 , 

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le sinus est égal 
à x. Si l’on désigne par 

(89) arc sin((#)) — P H- Q \f— 1 

l’un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer P-f-Qv/ — 1* 
l’équation 

(90) sin(P -h Q \/— 1) = x — p -+- q \J— 1 


ou, ce qui revient au même, la suivante 

e'i+e-'i . 

S inl‘ -h 1/— 1 — 

2 2 


COS P = p 4- q y/ — 1 , 


laquelle se divise en deux autres, savoir 

( 9 1 ) 


eu-t-e-u . n 
sinP = p, 


e U — e-U 

COS P “ -t- q. 


A ces dernières on peut substituer le système équivalent des deux 
formules 


( 9 2 ) 


e<-» 


_ /' 


+- 


si ni 1 cos P 


P <J 

sinP cos P 


De plus, si l’on élimine Q entre les formules (92), on en tirera suc- 
cessivemen t 

(q3) ^Pl ( f =I 

^ sin 2 P cos 2 P 

( ()4 ) cos 4 P — ( 1 — p 2 — q 1 ) cos 2 P — <y 2 — 1 o ; 

puis, en observant que cos 2 P est nécessairement une quantité posi- 
tive, 

(95) 



2 



ONZIÈME LEÇON. 


415 


On aura par suite 

(96) sin* P = 1 — cos* P 


_ 1 H- />* -I- q ' 


v/e 


-h P 1 H- 7 2 


-p m 


ou, ce qui revient au meme, 
(97) sin 2 P= 


P~ 


M-T+ 7 2 




et, comme, en vertu de la première des équations (91), sinP et p 
devront être des quantités du même signe, on trouvera, en extrayant 
les racines carrées des deux membres de la formule (97), 


(98) 


sin P = 


, 7 - 


Cela posé, si l’on fait, pour plus de commodité, 

‘JP = arc sin 


( 99 ) 


| 1 ‘7'1~ t + 

on tirera de l’équation (98) 

(100) 


p' + q- 


p l 


P — - ± <jp— - ±2/,, 
2 


k désignant un nombre entier quelconque; et de la première des for- 
mules (92) . 


(101) 




\sinP 1 cos IV 'V sin If cos U\, 

D’ailleurs, l’équation (93) devant être vérifiée quand on y pose 

p = I — (■*’— j) *=»**• 


on en conclura 


(102) 


sin 2 l i' cos*<J? \sin 9 ? cos <£ J \ sin ( f cos 9 ? 


costf ) \sin 


= 1 
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et, par suite, 

(io 3 ) 1 1 ( 


( P 

_J /_ j - _ 1 

/ P , 

7 j 

V sin y? 

costtv - 

\sin<£ 

cos W J 


Il en résulte que la valeur de Q pourra être présentée sous la forme 


(.o 4 ) 


Q 


'(a£s 


cosÿ 


Il importe d’observer : i° que, dans la formule (i<> 4 ), on devra tou- 
jours réduire le double signe ± à celui qui affectera le binôme <£ — ~ 
dans l’équation (ioo); 2 0 que la valeur trouvée de Q pouvait se tirer 
de la seconde des équations (92) aussi bien que de la première. En 
substituant cette valeur de Q avec la valeur générale de P dans la for- 
mule (89), et faisant, pour abréger, 


(105) ^-'(üïïtf + ws V 

on aura définitivement 

(106) arc sin((ir)) — ~± {<£ -+- Q \/ — 1 — 


x kr.. 


Parmi les diverses valeurs de arcsin((a;)) que fournit l’équation 
précédente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant k — o 
et en réduisant au signe -+- le double signe qui affecte le trinôme 

c £-h°i\J— 1 — “• Nous la désignerons à l’aide de parenthèses simples, 
e! nous écrirons en conséquence 

(107) arcsin(x) 1, 

ou même, en supprimant tout à fait les parenthèses, 

(108) arcsina: = 6 ?-t- ■ *. 


D’autre part, si l’on observe que ± ikiz + ~ représente un quel- 
conque des arcs qui ont l’unité pour sinus, on reconnaîtra que 
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(109) arcsin((x)) = ± ^arcsinÆ— + arcsin((i)). 

Il serait facile d'exprimer la quantité ^en fonction de p et de q. En 
effet, si l’on remplace P par # dans les formules (98) et (9.5), on en 
tirera, en observant que cost? est essentiellement positif, 


(ho) 


sintf . 


costt’: 




vV 


p' + q'+l ' k /(p' + (p + I N* 




-P 1 


Donc l’équation (io 5 ) donnera 
(m) 3 = ] 


P'+'l'- 


p-+ ff+\ 

i-i/ 1 - — — )-p‘ 


ou, ce qui revient au même, 
(112) /)-"±l 


- 4 - 


1 


\fï 


/) 2 -f-r/ 2 — i 


P ïj r <f 
2 


-P 1 


t±Sl±l + ^(El±SltlJ^ p i ‘ + P'+tf- 




le double signe devant être réduit au signe H- ou au signe — , suivant 
que l’on aura q = sjq 1 ou q ~ — yV/ 2 , c’est-à-dire suivant que la quan- 
tité q sera positive ou négative. 

Dans le cas particulier où l’on a</ = o, les formules (99) et (1 12) 
donnent 


( 


(n3) 


(l?= arc sin - 


®>=±1 
OEuvres de C. — S. II, t. IV 




+ 


'-F 
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On trouve par suite, en supposant p 2 < i, 

(ii 4) t?=arcsinp, ^ = ± l(i) — o, 

et, en supposant P'> i, 

(i 1 5 ) ® = arcsin-— --= arc sin( ± i), ^ — ± 1 -h \/p î — <)• 

vV 

Dans la première hypothèse, la formule (108) se réduit, comme on 
devait s’y attendre, à l’équation identique 

arc sin p — arc sin/?, 
et la formule (106) devient 

7T / 7T \ 

(i 16) arc sin (( /> )) — - — ± (arc sin p — - j ± 2 /tc. 

Dans le second cas, la quantité ^ admettant, non plus une seule 
valeur, mais deux valeurs égales et de signes contraires, le second 
membre de l’équation (108) cesse d’être complètement déterminé. 
On doit donc alors s’abstenir d’employer la notation arc sin p; mais on 
tire des équations (106) et (i i5) : i° en supposant />> o, 

(117) . arc sin ((/?)) — ^ ± 2 kn ± \/ — » I ( /> -1- s/p*— 1) ; 

2 0 en supposant /> < o, 

(118) arc sin ((/?)) — ~ ± (2 k ± i)u ± y/— 1 l(— p + V/- >2 — ')• 


Dans le cas particulier où l’on a p = o, les formules (99) et (1 12) 
donnent 

( 1 1 9 ) ( £ ■= arc sin(o) — o, : \(q -+- \fcp-i- 1). 


Par suite, les formules (106), (108) se réduisent à 

(120) arcsin((<7v/— 1)) = ^ ± 2ki:± [- — y/— 1 l(? -1- ^7* + ') > 

2 ’ [_2 

(121) arc sin (7 \/— i) — \J— i 1(7 ■+■ 1). 
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Considérons maintenant les arcs imaginaires dont le cosinus est 
x — p q \j — i . Si l’on désigne par 

(122) s — arc cos ((x)) 

l’un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer s, l’équation 

(123) coss = X. 

D’ailleurs la première des équations (73) donnera 

(124) coss 1= sin ^ 

Donc l’équation (i 23 ) pourra s’écrire comme il suit : 

( 1 25 ) s ’ n ( J — z\—X. 

Or on tirera de celte dernière 

T. 

(126) - — z ~ arc sin(( .r)). 

Donc les diverses valeurs de z — arccos((ir)) seront déterminées par 
la formule 

TZ 

(127) arc cos ((.£)) = — — arc sin((j?)). 

Parmi ces valeurs, il en existe une qui mérite d’être remarquée, 
savoir, celle qu’on obtient, en remplaçant, dans le second membre 
de la formule (127), les doubles parenthèses par des parenthèses 
simples. Nous désignerons encore, à l’aide de parenthèses simples, la 
valeur dont il s’agit, et nous écrirons, en conséquence. 

TT 

(128) arc cos(jt) = - — arc sin(x) 

ou même, en supprimant tout à fait les parenthèses, 
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Cela posé, on tirera évidemment de l’équation (108) 

(1 3 0) arc cos a? — ® 

les valeurs des quantités <$, pétant toujours déterminées par les for- 
mules (99) et ( 1 1 1 ) . De plus on conclura de la formule (109), com- 
binée avec les équations (127) et (129), 

(131) arc cos ((a;)) = ± arc cos a: ± arc cos(i). 

Considérons, en particulier, le cas où l’on a q — o. Alors, si l’on 
suppose p 2 <C. 1, l’équation (i 3 o) se réduira, comme on devait s’v 
attendre, à l’équation identique 

arc cas p — arc cas/;, 

et la formule ( 1 3 1 ) deviendra 

(132) arc cos((/>)) = ± ikr. ± arc cos/>. 

Si l’on suppose, au contraire, la quantité Q acquerra deux 

valeurs égales, mais de signes différents, et l’on devra, par suite, 
s’abstenir d’employer la notation arc cos/;; tandis que l’on tirera des 
formules (1 17), (1 18) et (1 27) : i° en supposant p^> o, 

< 1 33 ) arc cos ((/;)) ± ikn qr \j— 1 l(/; + \j p'- — 1 ), 

2 0 en supposant p < o, 

034) arc cos ((/;)) — qi ( 2 À- ± i)jt rp \/— 1 l(— P + Vj° 2 — >)• 

Dans le cas où l’on suppose p — o, on lire des formules (120), (1 21) 
et (127) 

( 1 35 ) arc cos ((7 y/— 1)) 2À'ir ± — y/— 1 1(7 + y'7 i 4-3)J, 

( 1 36 ) arccos(7y/ — 1) = ^ — y/ — 1 1(7 H- y/7*-t- '). 

Nous avons précédemment observé que les formules (72), (73), 
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(74), ( 75 ), etc., qui expriment les propriétés connues des fonc- 
tions A®, cosa?, sina?, . . . , peuvent être étendues à des valeurs imagi- 
naires quelconques des variables x, y. Si l’on considère, au con- 
traire, des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 

\x, Lx, arcsinx, arccosx, 

on trouvera le plus souvent que ces formules, étendues au cas où les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent qu’avec des restric- 
tions considérables. Par exemple, si l’on fait 

(!3 7 ) x — p + q\f^~i, y — />,-+- ,7, y/— ', z = p 1 -+- q t 

et, si l’on désigne par a une quantité réelle quelconque, la formule 
connue 

(1 38) L a? -h Ly -h L s — L ( xyz . . . ) 

subsistera seulement dans le cas où, p, p i9 p 2 , ... étant positifs, la 
somme 

(i3o) arc tang- -h arc tang — h- arc tang — -4 - . . . 

P P 1 P 2 

restera comprise entre les limites — -, -+- -, et la formule 
1 2 2 

04o) Lx a —aLr, 

dans le cas où le produit 

... q 

(141) aarctang^ 

sera compris entre les mêmes limites. Ajoutons que, si, dans l’équa- 
tion ( 1 38 ), on remplace les parenthèses simples par des parenthèses 
doubles, la formule ainsi obtenue, savoir 

(.42) . L((x^...)) = L((x)) + L((j)) + L(( 

devra être considérée comme exacte, parce qu’à chacune des valeurs 
du second membre on pourra faire correspondre une valeur égale du 
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premier. Quant à la valeur générale de L((æ°)), elle se déduira immé- 
diatement des deux équations 


(«43) 


L((*«)) 


_ 1 ((*«)) 

~ JA * 


!((#“)) —\({e a{x )) — a\x ±: 2 k-R\J t , 


Æ désignant un nombre entier quelconque, et le produit (i4«) étant 
toujours renfermé entre les limites — -t- 

Pour terminer ce que nous avions à dire sur les valeurs què 
prennent les fonctions simples de la variable x, quand cette variable 
est imaginaire, il nous reste à chercher ce que deviennent les expres- 
sions 

x a , A*, Lx 


lorsque les constantes a, A cessent d’être réelles. Or, si l’on étend la 
formule (52) au cas où, la partie réelle de a; étant positive, l’expo- 
sant a devient imaginaire, cette formule suffira évidemment pour 
fixer, dans le cas dont il s’agit, la valeur de la notation x a . Nous ad- 
mettrons désormais cette extension de la formule (52); mais nous 
cesserons d’employer la notation x a toutes les fois que la partie réelle 
de la variable x sera négative. Quant à la notation ((x))", on ne peut 
en faire usage, lorsque l’exposant a n’est pas réel, à moins de la con- 
sidérer comme propre à représenter une infinité d’expressions ima- 
ginaires. 

Supposons maintenant que la constante A se présente sous la forme 
(■44) A — — i, 


a, [3 désignant des quantités quelconques. Dans ce cas, si la quan- 
tité a est positive, il suffira, pour fixer le sens de la notation A*, de 
concevoir que la formule (05) continue de subsister. Alors, en fai- 
sant, pour abréger, 


045) 


v ~~ arc tang-, 


p -.V« s + (5 2 , 
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on trouvera 

A = p (cos u -t- 1 sinu), IA = lp -+- -j 

\ x zr e x 1 P u x ^ zr g# 1 P gV # ^ 

et, par suite, 

(i46) A x — p Æ (cosu.r -+- \f - — i sinua?). 

On arriverait au même résultat en remplaçant, dans la formule (02), 

x — r(cosr -t- \J~— 1 suit) par A = p(cosu -+- \J— 1 sinu) 
et 

a par x . 

Si, dans le premier membre de la formule (65), on remplaçait IA 
par 1((A)), l’expression qui en résulterait, savoir 

e*H (*)! ( 


offrirait une infinité de valeurs que l’on pourrait toujours calculer, 
quel que fût d’ailleurs le signe de la partie réelle de la constante A. 
Donc, si l’on admet dans le calcul la notation ((A))*, il faudra la 
considérer comme propre à représenter chacune des valeurs dont 
il s’agit, et par conséquent une infinité d’expressions imaginaires. 

Quant aux notations 

L Xj !.((•£-’)), 


L indiquant un logarithme pris dans un système dont la base A est 
imaginaire, elles désigneront nécessairement des valeurs de z propres 
à vérifier l’équation (77), et par conséquent elles ne devront être 
employées que dans le cas où l’on pourra faire usage de la nota- 
tion À', c’est-à-dire lorsque la partie réelle de A sera positive. 11 est 
d’ailleurs aisé de s’assurer que, dans ce même cas, les valeurs des 
notations L((a?)), Lx se déduiront à l’ordinaire des formules (78) 
et (88). 

Il est aisé de voir comment les formules connues, qui expriment 
les propriétés des fonctions a?, \ x , Lx, doivent être modifiées 
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lorsque les constantes a, A deviennent imaginaires. Par exemple, 
si l’on fait 

x =p 4- q \/-— T, y = Pi+^iV /:r i, z = p t +g t) ^r i , 

la formule ( r 38) et la suivante 

( 1 47 ) x a y a z a . . . — ( xyz . . ,) a 

subsisteront seulement dans le cas où, p, p,, p 3 , ... étant positifs, la 
somme ( 139 ) restera comprise entre les limites — ", + ï. Au con- 
traire, si la partie réelle de A est positive, la formule 

(>48) A X A*A : . . . — A x+ y +z - ■■ 

subsistera sans aucune modification pour toutes les valeurs possibles 
réelles ou imaginaires des variables x, y, z, Il est encore facile 
de s’assurer : i° que, si l’on fait 

a = « + j 3y/— 1 , x — e(cost -t- y/^ sinr), 

a, p, p désignant des quantités réelles et 1 un angle renfermé entre 
les limites — — » -I— — » la formule ( 1 4 o ) subsistera seulement dans le 
cas où le binôme 

( 1 49 ) aT-H(31r 

restera compris entre les mêmes limites; 2 0 que la formule ( 1 / 42 ) 
subsistera pour des valeurs quelconques des variables x, y, z, .... 
et les formules (i 43) pour toutes les valeurs de x qui offriront une 
partie réelle positive. 

Les valeurs que prennent les fonctions simples d’une variable x, 
quand cette variable devient imaginaire, étant fixées, comme on vient 
de le voir, on déterminera facilement les valeurs que peuvent prendre 
des fonctions composées d’une ou de plusieurs variables réelles ou 
imaginaires. Parmi les (onctions de cette dernière espèce, il en est 
quelques-unes que l’on rencontre souvent dans l’Analyse. Telles sont, 
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par exemple, les quatre fonctions 

(i5o) tan cot.r, séw, coscc.r, 

([uo l’on peut considérer comme composées et définies par les 
mules 


tang.r ~ 


(f5i) 


sin.r 
co s x 9 


sec æ 


CO s a? 


COlr 


cosec x 


cos x 
sin x 


sm x 




f*o r- 


Tels sont encore les arcs de cercle dont la tangente, la cotangenle, 
la sécante ou la cosécante seraient représentées par æ. Pour fairo 
voir comment on peut fixer les valeurs des arcs dont il s’agit, dési- 
gnons par 

O'CO - arc tang((.r )) 

l’un quelconque de ceux dont la tangente est égale à x. On aura 


053) 


x ta ngz 


sinô 6 ,s é-‘ — i ( >i~\ i_i 

cos g (Vv- 1 4 - — i \J — i e lz \ 1 -f- î ’ 


puis on en conclura 

054) 

et, par conséquent, 



i -f- .r y 7 - 1 
i — .r ^ — i 


; y/ — i — 2 y/ — i arc tang.r 


i -i- .r \ ' — i 


•*' V 




1 (( i -I x y — i)) — l(( f — x v ; - i )) 


ou, ce qui revient au même, 

/ r ~ \ , // \\ 1 ( 0 X • )) — 1 ((i — X / — 1 ) N ) 

( 1 5;>) arc ta ng((.r )) - — — v — • 7 . 

2 \J — [ 

Observons d’ailleurs que, dans le cas où la variable x reste réelle 
l’équation ( 1 55) subsiste lors même qu’on y supprime les double 


OEuvrcs de C. — S. U, t. IV. 
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parenthèses. Alors, en effet, on tire de l’équation (85) 

l ( l 4 - æ \ l — I ) =r. ~ I ( i -f- X- ) -f- 1 a rc 1 an o r > 

I ( I — X \i~ ï ) -_Z A 1 ( , . r 2 ) _• y/— I arc tang.r 


el, par suite, 

( 1 56 ) arc (au i?./' 


I ( i -h x y'-— i ) — I ( i — x J- i ) 

/ ~~ 

n~ i 


Or il suffit évidemment d’étendre cette dernière formule au cas où 
la variable æ devient imaginaire, pour lixer, dans ce dernier cas, le 
sens de la notation 


( x .>7 ) arc l an g. r. 

C’est ce que nous ferons désormais. On trouvera donc, en prenant 

x -- p -t- (] \/— i , 


( 1 58 ) 


arc laïu^.r - 


I ( i — <7 ■+ - p v ; — ï ) - 1 ( i 4- q — p 1 ) # 


* V i 

puis on en conclura, en supposant q- < i , 


(i5p) 


arc ta n g. r — - (arc tan g 

, \ 1 

• t- ~r 

\ 


1 "H q 


/>- i (l “H <7_) 2 1 . 

</)\ ' 


Si l’on supposait, au contraire, </-> r , il faudrait renoncer à se servir 
de l’une des notations 


l(i q + /V ~ K 1 +- q — P\'~ 1 )» 
et par conséquent de la notation 

arc tang.r. 

Lorsque la condition q- < i sc trouve remplie, chacune des diffé- 


rences 



est de la Corme 
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m 


±: 2 k 7i y/ — », 

A désignant un nombre entier, et par suite la différence 


arc l,ang((.r)) — arc lang«r 

___ l((i + .r \[— i )) — I ( * H- r î ) -+- I ((i — .r y/— i )) - - I ( i -- ./■ y — i ) 

2 y/—- i 

est de la Corme 

™ /. 7T. 


On a donc alors 


( i tio ) arc tang((.r)) ~ arc lang.r dz / tt 

ou, ce qui revient au même, 

(161) arc tang((.r)) r=r arc lang.r -t- arc lang((o)). 

Lorsqu’on suppose en même temps p~o et <y-< r, on tire de la 

♦ 

Cor mu le (i nS) 

(ï6 f i) arc tang (-y y'- i ) - — - - -- ^ - I ( ^ )• 

2 \ — i \ 1 — 7 

Après avoir déterminé, par la formule (i aa), la valeur de l’un quel- 
conque cl os arcs qui ont æ pour tangente, on en déduira sans peine la 
valeur de l’un quelconque de ceux qui ont x pour colangeule. Kn 
effet, si l’on désigne par 

( 1 63 ) :z:a!'(*Col((,r )) 

l’un de ces derniers arcs, on aura 


co s e ï 

æ col e "• ; ' 

sm e lange 

(‘t, par suite, 

lange — z = arc lang 



ou, ce qui revient au même. 


(' 64 ) 


arc eol((.r )) ~i arc tan 




m 
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Lorsque, dans le rapport le coefficient de \/— 1 a une valeur numé- 
rique plus petite que l’unité, alors, eu supprimant les doubles paren- 
thèses dans le second membre de la formule (i(>4), on obtient une 
valeur particulière de arc col ((.r )') que nous désignerons par 

arc cot.r, 

en sorte qu’on aura 

( 1 65 ) arc col a- — arc lang • 

Dardes raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on pour- 
rait encore ramener la détermination des arcs qui ont x pour sécante 
ou pour cosécante à la détermination des arcs dont on connaît le 
sinus ou le cosinus, et l’on établirait les formules 

(166) 

(i ( >7) 

(168) 

0 6 9) 


a rc séc (( s )) —«arc cos ((-)), 

arc coséc((,r)) air sin 


, «r , 



arc sec,/* 


arc cos -j 

JC 


arc cosec x - arc sm 
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DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS 
D’UNE VARIA RLE IMAGINAIRE. 


Concevons que l’on étende les définitions que nous avons données 
pour les différentielles et les dérivées des variables et des fonctions 
réelles, au cas même où ces variables et fonctions deviennent imagi- 
naires. Alors, en partant des principes exposés dans la Leçon précé- 
dente, on déterminera sans peine ces différentielles et ces dérivées, 
ainsi qu’on va le faire 1 voir. 

J’observerai d’abord que, si l’on représente par 

( i ) i or. -h v 7 “ • • i — p ( cos -j -h \ — i si n -j ) 

une expression imaginaire infiniment petite, a, J3, g, »j désignant 
quatre quantités réelles don! les trois premières soient infiniment 
petites et la quatrième positive, on aura, en vertu des formules (62) 
et (61) de la onzième Leçon, 


— - i H - — ( cos 'j ~h v 7 — i si n 'j ) -h ^ ( cos a *j -4- v 7 — 1 si n îj) + . . 

1.2 v 7 1.2.3 y 

situ i- P~ / / . \ 

r— I V- -h ... — I ^ ( COS — I SI n 2 J ) -r - . . . . 

I i .2.3 1.2.3 y 

Or on tirera de ces dernières, en faisant converger la quantité g, et 
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par conséquent l’expression (i), vers la limite zéro, 


sm/ 
lun — t— 

i 


puis, en remplaçant «par i IA, on trouvera 


et, par suite, 


r ' lA — i A' — i 

Iim lun 

i IA HA 


. . A' — r 
li ni . — 

i 


A désignant une constante réelle ou une constante imaginaire dont la 
partie réelle soit positive. De plus, si l’on fait 


on aura 


et, par suite, 


l(l-w)r=|, 

l(i -f- i) _ I / c A — i\"‘ 

7“ ~ e' -- I - V i y 


I . . \ 1 

Iim — - i ou iim I(i 4- i) 1 — j; 


puis on en conclura 


Üm(l -f /)' rr C. 


Entin, comme, dans le cas où la partie réelle de la constante A est 
positive, on tire de l’équation (88) de la onzième Leçon 


L(i -4- i) 


1(1-4-/) 


la lettre L indiquant un logarithme pris dans le système dont la hase 
est A, on aura, dans ce même cas. 


• • L ( i -4- i ) i l ( l -4- i ) i 

lun -A- : — - — — lun - v _, •/ = — . 

i IA i IA 
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Los diverses formules qui précèdent s’accordent avec celles que nous 
avons données dans les Préliminaires, lorsque l’expression infiniment 
petite désignée par i se réduit à une quantité réelle. Mais il était im- 
portant de s’assurer qu’elles subsistent, lors même que i devient ima- 
ginaire. Ajoutons que, si l’on représente par Ax = i l’accroissement 
infiniment petit d’une variable imaginaire x , la dérivée de la fonction 

y =/(*), 

c’est-à-dire la limite vers laquelle converge le rapport 

A y _ /(.T + O-./ '(x) 

..... — 1' J 


tandis que i s’approche de zéro, pourra toujours être désignée par la 
notation 

y' ou f'(x). 

Quant aux différentielles dx\ dy , elles ne seront autre chose que des 
expressions imaginaires dont le rapport sera équivalent à la dernière 
raison des accroissements infiniment petits Aæ, Av, et par conséquent 
des expressions imaginaires liées entre elles par l’équation 

( ^ — y' ou (ly—y'd.r. 


Or, en vertu de cette équation, la différentielle dy sera complètement 
déterminée, quand on aura fixé la forme de la fonction y — f(x) (‘1 
la différentielle dx de la variable indépendante. Mais cette dernière 
différentielle restera entièrement arbitraire et pourra être une expres- 
sion imaginaire quelconque. 

Cela posé, en faisant usage de raisonnements semblables à ceux 
que nous avons employés dans la première Leçon, et ayant égard à 
la formule 


on trouvera : i° pour des valeurs imaginaires quelconques de la 
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variable x et de la constante a, 


(9) 


d{a æ) ~ dæ , 
d ( a æ ) r~ a dæ, 


d(a — æ) — — dæ, 
j a a d 


de* ~ e i: dæ, 


d sin.r cos.r dæ 


— si n 



dæ. 


d cos x ~ — sin æ dæ 


co s 



dæ ; 


• 2 ° pour des valeurs de la constante A dont la partie réelle sera 
positive, 

( 10 ) d \ :r - - A ,r I A d.r ; 

3° pour des valeurs de x dont la partie réelle sera positive. 

(11) d.r n —a.c a ~'dœ, 

(ij>.) c/L.r=Lt’— \-i 

( i 3 ) </ 1 ,-r — ’ , 


et, pour des valeurs de x dont la partie réelle sera négative, 


04) 

d ( — æ) a — a ( — æ ) a 1 d.r. 


dæ 

05) 

d L(~-æ)^-Le~-, 


dæ 

06) 

d 1 ( — æ ) rr — - • 


De plus on tirera de l’équation (86) ou (87) (page 4 i 3) combinée 
avec la formule (i3) ou (16), 

( 1 7 ) d\((a))=~, 

et de la formule (78) (page Zji 1), 


d L ((*)): 


i dæ 

îa 


Le 


dæ 


(r8) 
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On établira encore sans difficulté les deux premières des équa- 
tions (i 3 ) de la page 293, savoir 

dx d. z' 

(19) dlznzx— — > dcolx = 

D cos 4 a? siü\c 

et l’équation (10) de la page 293, savoir 

(20) d¥(y) = ¥'(y)dy, 

y étant une fonction quelconque de x\ puis on déduira immédiate- 
ment de cette équation la plupart des formules contenues dans les 
pages 293, 294 <51 290 avec quelques-unes de ces mêmes formules 
légèrement modifiées. On trouvera, en particulier. 


(21) 


(22) 


d{a+y) = dy, d(—y)— — y, d(ay) — ady. 


d- 

y 



rfi((y)) = 


dy 

> 

y 


d séc# = 


si n x doc 
COS 2 J? 9 


. , cos x dx 

d coscc x — 

sin^r 


De plus, si Ton pose 
on aura 


y — x a y 

!((/)) — H( æa )) ~ a !((•**)); 


puis, en difïerentiant et ayant égard à l’équation (17), on retrouvera, 
comme à l’ordinaire (voir la page 294), les formules 

dy dæ dy y 

-d- — a — , — a- — ax u ~\ 

y oc dx x 

et par conséquent la formule (1 1). 

De même, si l’on prend 

y-— arctang((a?)) ou y ~ arc col (( x)), 

on en conclura 

tan — x ou coty = .r, 

puis, en différentiant, et ayant égard aux équations (19), on obtiendra 

OE livres de C . — S. Il, t. IV. 55 
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la formule 

dy — cos ! y dx ou t dy = — sin 2 y</x, 


de laquelle on tirera 

d x dx 

(^ 3 ) d arc lang((.r)) p-— 0,1 <r/arc col ((x 


Si l’on posait, au contraire, 


on en conclurait 


/--- arc siu ((.r))> 


sin/~.r, * 


d y 


dx 


CO S y 


D’ailleurs, si, dans la première des équations (7/1) de la page l\ii , on 
remplace x par — y, cette équation donnera, pour une valeur quel- 
conque réelle ou imaginaire de la variable y, 


cos-r-f sin*/ — 1, 

O 11 aura donc, dans le cas présent, 

1 

cos- y ~ i — siu * 2 r r- 1 — x- y cosjy = ((1 — r 2 )) 2 

et, par suite, 


(a4) 

On trouvera do mémo 

( 25 ) 


d arc sin ((x))~ 


dx 

T : 

((1 — x -))' 1 


dx 


d arc cos ((.#)) ~ 

((»— * a ))* 

En d’autres termes, on aura, si la partie réelle de 1 — x 2 est positive, 


(26) dure sin((x)) = — c/arc cos(( x)) = zt 

V 1— 

et, si la partie réelle de t — x 2 est négative» 

(27) d arc sin {(x)) ~ — d arc cos((.r )) 1= ± 

sjx ' 1 — t 

11 est bon d’observer que les formules (a3) comprennent, comme cas 
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particulier, les deux suivantes : 

, „ , , dx , dx 

(28) d arc tang.r = 9 « arc cot.2? — ■ ----- ^ • 


Ajoutons que, si, dans la première des formules (28), on remplace x 
para; y/— 1, on en tirera, en supposant la variable x réelle, et ayant 
égard à l’équation (162) de la onzième Leçon, 


(29) 


^ 1 | 1 -f- x _ dx 
2 I — X 1 — X' 1 


Il serait facile de vérifier directement ce dernier résultat. 
Si l’on prenait simplement 

y arc sin x, 

on trouverait toujours 
D’ailleurs, si l’on suppose 

•r ~ p -d- rj y - 1 , 


dy 


dx 
c,o s y 


p, (j désignant des quantités réelles, la valeur de arc sinx* sera donnée 
par la formule (108) de la Leçon précédente, ou 


y — arc sinx — <£ 4 ^ y 7 - - 1 , 


<i\ ^ désignant des quantités réelles dont la première vérifiera les 
équations (110) de la meme Leçon. En conséquence, la partie 
réelle de 


cos y 


cos ( ( £ 4- ^ y/— 1 ) — ~ v -+- c ^') cos ( ,r - 


1 ( 3 ) 

w A - 


e sin <£\ 


savoir 

-(c^4-c ^')c0S ( Jt\ 
2 


sera une quantité de même signe que 

v/? 


cos«- 


>4^-4 


//- (j- 4- 1 y 
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c’est-à-dire une quantité positive. Donc, si, dans le premier membre 
de la formule (24). on remplace les parenthèses doubles par des 
parenthèses simples, on devra en même temps réduire l’expression 
((1 — a ? 2 )) 2 à celle de ses deux valeurs qui offre une partie réelle 
positive. Si, pour fixer les idées, on prend x = q \] — 1, on trouvera 

d arc si n <1 1 r= ---XÉâ > 

\/ ' +- <ï l 

ou, ce qui revient au même [iWr la formule (121) de la Leçon précé- 
dente |, 

d\{q -l- v'i + ']■) ~ 

V ' + <1 

puis on en conclura, en substituant la lettre x à la lettre q, 

( ^°) d 1 ( x -+- y / 1 -t- x ! ) = — - • 

\/ 1 -+- 

Il serait facile de véri fier directement cette dernière équation. 

Dans le cas particulier où, la variable x étant réelle, la valeur 
numérique de cette variable surpasse l’unité, aucune des deux va- 
leurs de l’expression 

n’offre une partie réelle positive, puisqu’elles se réduisent respective- 
ment à 

( cr 1 — 1 ) 2 1 , — (-c 2 — 1) 2 y/— '• 

Mais alors aussi l’expression arcsin r doit être bannie du calcul {voir 
la Leçon précédente, p. 4 i 3 ), <‘t par conséquent il n’v a plus lieu de 
chercher la différentielle de «résilia;. Ajoutons que, dans le même 
cas, on tirera de l’équation (22) combinée avec la formule (117) de 
la précédente Leçon, 

( 3 i) d arc si n ((a:)) = ± </l(.c + \Jjc-— 1) — ± ~ c ~' r — y — 1 . 

yér 2 — 1 

ün peut d’ailleurs vérifier l’exactitude de l’équation ( 3 i) en établis- 
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sant directement la formule 

( 32 ) d 1 ( X •+■ \J X 1 — i) = • 

\Jx 2 — i 

Quant à la différentielle de l’expression arccosæ, elle se déduira 
immédiatement de l’équation ( 129 ) de la Leçon précédente. On aura 
donc, dans tous les cas, 

( 33 ) arc cosx = — rfarc sin x. 

Soient maintenant s, u, v, w, ... diverses fonctions de la variable 
imaginaire x, et As, Au, Av, Aw , ... les accroissements simultanés que 
reçoivent ces mêmes fonctions, quand on attribue à la variable x un 
accroissement infiniment petit, réel ou imaginaire, savoir Ax — i. Si 
la fonction s est la somme de toutes les autres, en sorte qu’on ait 

( 34 ) s “ u -1- c -H w -H . . . , 

on trouvera successivement 


et 


A.s — ; Au h- Av -t- Aw -1- . . . 

As Au Av Aw 

Ax- Ax Ax " + " Ax 


puis on en conclura, en faisant converger Ax vers la limite zéro, 

ds du dv dw 

(3a) -r- — -j- -h — -+- -r- -+• . . . 

dx dx dx dx 

et, par conséquent, 

( 36 ) ds — du -h dv -+- dw + . . . . 

Remarquons d’ailleurs que l’équation (35) peut être présentée sous 
la forme 

( 37 ) s' — u' -+- v' -t- w' -t- . . . . 

Des équations (36) et (3y), comparées à l’équation (34), il résulte 
que la différentielle ou la dérivée de la somme de plusieurs fonctions 
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est la somme de leurs différentielles ou de leurs dérivées, dans le cas 
même où la variable x devient imaginaire. En partant de ce principe, 
on pourra évidemment étendre au cas dont il s’agit la plupart des for- 
mules établies dans la seconde Leçon. Ainsi, par exemple, on trou- 
vera, en désignant par m un nombre entier, et par a, b, c, . .. , q,r des 
constantes imaginaires, 

( 38) d{au -+■ b e + cic + a du -+- b </c -(- c div + . . . , 

(3g) d (n.r"'-r b.r'" " l + ...-\- qx + r) — + — i)ff.r"‘ “*+... 4 - 7 ] du. 

De plus, comme on aura généralement 

1((hiw...)) = 1((m)) + 1((c))+ !(('*■» H- 

on en conclura, en différentiant, 


d( uvw. 

. .) du dv 

d\v 

4 ~ — 

UV\W . 

u V 

w 

et, par suite, 

(4o) d(uva\ . .) — 

(du 

dv 

,mv - ••('«■ + 

— 4 - 
V 


On trouvera, en particulier, 


(4i) d[uv) ni u dv 4- r d/t 9 


d( uv \v) (•«» du -f- tvu dv 4- uv (Uv 






V 



V 


du dv 

— — 

V V 


ou plus simplement 
( 4 ^) 



De même, comme, en supposant la partie réelle de u positive, et dési- 
gnant par/; un nombre entier quelconque, on aura 


on en conclura 


!((«•')) = (>| u± 2Â7ry/— 1 , 


d(u { ’) ^ du 


-h 1 u d\’ 


u’ 



DOUZIÈME LEÇON. 
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et, par suite, 

( 43 ) du"~ u v (^du -\~\udv\ 

Si, dans la formule (43), on remplace v par on trouvera, en suppo- 
sant toujours la partie réelle de u positive, 

(44) 

\ uv v* ) 

Enfin, si, dans les formules (43) et (44). on prend u — e = x, et si 
l’on suppose la partie réelle de x positive, elles donneront 

l ? 1 J_ 

( 45 ) (Lv x :rr. X x ( I l X ) d.r, dur*' — — - X' v ( 1.1 ", 

Nous no pousserons pas j)lus loin ces calculs; et, pour terminer la 
douzième Leçon, nous dirons ici quelques mots sur les différentielles 
et les dérivées du second ordre ou des ordres supérieurs, relatives aux 
fonctions d’une variable imaginaire. 

Comme une fonction y ou de la variable imaginaire x a pour 
dérivée et pour différentielle d’autres fonctions f\x) et f\x)dx de 
cette même variable, il est clair qu’on peut déduire de/(.x) une mul- 
titude de fonctions nouvelles dont chacune soit la différentielle ou la 
dérivée de la précédente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme 
les dérivées ou les différentielles des divers ordres de y ou /(.r). On 
indique les dérivées des divers ordres à l’aide des notations 

y' y" y"' yO 0 

J y J y J y * • • * J 
OU 

/V), /'(a-). /'(■*). •••> /‘"H-O, 

et les différentielles des divers ordres de la fonction y à l’aide des 
notations 

dy, d'y, d 3 y, . d“y. 

Cela posé, en raisonnant comme dans la troisième Leçon, on obtiendra 
immédiatement les formules 

dy — y’dx, d*y y- d.v-, d 3 y — y'" dx', d" y y {n dx“ , 



uo 


LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

qui subsistent dans le cas même où la variable indépendante x et la 
différentielle dx deviennent imaginaires. De plus, on étendra sans 
peine au cas dont il s’agit les diverses formules établies dans la troi- 
sième Leçon, par exemple les suivantes 

d n e x — e x dx n , d n si n x •=. si n ( x -h J n ir ) dx n , d n cos x — cos ( x -+• \ n 7r ) dx n , 
d n x a — a ( a — 1 ) . . . ( a — n 1 ) x a ~ n dx n , 


et Ton trouvera encore, pour y — f(x h- a ), 

f('i)(x a), d n yz=z f {n) (x - 4 - a) dx n ; 

pour J =f(ax ), 

— a ,l f (n \a æ) d.r", 


etc. 
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RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS 1>’UNE VARIABLE IMAGINAIRE X ET LEURS 
DÉRIVÉES OU DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES. DÉVELOPPEMENTS DE CES FONCTIONS 
SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES DE X, OIT DE LA DIFFÉRENCE X — Cl, DANS 
LAQUELLE a DÉSIGNE UNE VALEUR PARTICULIÈRE DE X. 


Soient 

( I ) X T.Z JJ -h <j I 

une variable imaginaire et f(.r) une fonction de cette variable. Soil, 
(‘il outre, 

( a) r \ [>- -h- <r 

le module de la variable x. La valeur de x pourra s’écrire comme il 
suit 

( 3 ) .r — /•( eos t -\~ y — i sin l ), 

/ désignant un arc réel; et, si, dans la fonction 

( I ) f(.r) r| / (cosZ -i- \ — I sin/)|, 

on considère le module r comme seul variable, cette fonction pourra 
être présentée sous la forme 

(5) o(r) h- v — i •/(/•), 

o (r), yX r ) désignant deux fonctions réelles de r. Cela posé, si l'on 
ditlerentie plusieurs fois de suite par rapport à r l’équation 

(G) f [/-(cosz -i- v — i si ii / ) J = o(/*) -h \/— i /(/•), 

en ayant égard aux principes établis dans la Leçon précédente, on 

OEuvres de C. — S. Il, t. IV. à() 
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U2 

trouvera 

| (cos* 4- v / — i si n * ) f [/(cos* 4- y/— i sia*)] = ? ' ( /' ) -4- y/— 1 /'(/'), 

) j (cos* -+- y/— 1 sia*) 5 f"[/(cos* 4- y/— 1 sin *)] = <?"(r) 4 - y/— 1 /"(/■), 

\ » 

et généralement 

( 8 ) (cos* 9- y/— 1 sia <)" |■<' ,) [/•(cos* 4- y/— 1 sia*)] -= o in \r) 4- y/— 1 x < " > ( ,, )> 

« étant un nombre entier quelconque. Concevons maintenant que les 
fonctions 

f(.r), r (.'*•), 

s’évanouissent toutes pour une valeur nulle de x, en sorte qu’on ait 
(y) f(o) = o, f(o) = o, . .., f'«-«)( 0 ) = o. 

On tirera des formules (7), en y posant / = o, 

^ ?(°) 4 - y 7 -- 1 /(*>) =°> 

o'(°) 4- 1 /'(o) — o, 

» 

4 - y/~^i /"‘-'Ho) — o; 

puis on en conclura 

(11) 9(0) “O, o'(o):-ro, .... ç4"->)(o)=0 

et 

( l; 0 /.(o) = o, /'(o) — o, .... / < "- |) (o)=o. 

D’ailleurs, si les fonctions 

(|3) f(JT), f'(x), .... r"- ,) (.r), f<">(.r) 

sont continues, par rapport à x, dans le voisinage de la valeur x — o, 
les fonctions 



(• 4 ) 


(?(/ - ). o'(r), . .., 9 "' -»(/•), 

' *('•). '/.H'') X (,l> ('-) 



TREIZIÈME LEÇON. 443 

seront elles-mêmes continues, par rapport à r, dans le voisinage 
de r= o; et la formule ( 9 ) de la page 3 1 1 donnera, au moins pour 
des valeurs de r positives, mais inferieures à une certaine limite /•, 


(.5) o (r) — 


r " 

1.2.3. 


<P ( " , (V'). z( ,- ) = 


1.2.3. 


yj n) (d 2 r). 


0,, 0 2 étant deux nombres plus petits que l’unité. Par suite, l'équa- 
tion (C>) donnera 

(16) (‘1 r(cos< -t- \J— 1 sin<)l = — — - ^ n | 1 Z < “ , (®i / ')|. 

Pour que cette dernière formule subsiste entre les limites r = <>, 
r — k, il suffît évidemment que, les fonctions (r3) étant continues, 
par rapport à x, dans le cas où le module r reste compris entre ces 
limites, le rapport 

, . f( g ) ?( r) -f-y/— 1 -/(/•) 

J x " -1 / ./»-i( ( . 0 s£ \f — , siin )" -1 

s’évanouisse avec r. En effet, comme ce rapport est équivalent au 
produit 

(18) lcos(/t — \)t 4- i sin(// — i)<] [j™ +v ; — ' > 

il ne pourra s’évanouir pour une valeur nulle de r, à moins que cette 
valeur ne vérifie la formule 


,.«-1 ^ V 


■yjr) 


et, par conséquent, les deux conditions 


9 (/■) 


= o, 


x(Q 

r n-\ 


“T O. 


Or, si ces conditions se trouvent vérifiées pour r — o, elles entraîneront 
les équations ( 11 ) et ( 12 ) ( voir la cinquième et la sixième Leçon). 
Donc alors les formules (i5) et, par suite, la formule (iG) subsiste- 
ront entre les limites r = o, r = k . 
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Pour que la variable x devienne infiniment petite, il est nécessaire 
et il suffit que le module r soit lui-même infiniment petit. Or on trou- 
vera, dans cette hypothèse, en admettant que ç ( "'(o), o) con- 
servent des valeurs finies, et désignant par a, fi dos quantités infini- 
ment petites, 

(19) <p<«> (/■)*=<]><'»( o) + «, X (n) (r) — x ( ">(°) + P- 

Par conséquent la formule (iG) donnera 
^ f f/'( cos / -f- y/ 1 

| = ^ — f o (?,, (o) -h f — 1 -t- « -4- j 3 f — 1 J. 

D’ailleurs, on tirera de la formule (S), en y posant /• = o, 

(21) o'" ] ( o ) y/ — 1 yj"> (o) zi (cos l -+- \/ — 1 sin/)“ f ( "'(o). 

Donc, si l’on fait, pour plus de commodité, 

(22) I — 7 * + — 1 — “ ( a 4- j 3 v i)(cos ni — \/—\ sin m ), 

{ eos t -t- v' — 1 sin/) 


on aura encore 


(28) f| r(cos/ -\-\l-- 1 sin/)] - ' V s '"^ | f < " > ( o ) 


ou, ce qui revient au même, 

»V)-- 


1.2 .0 ... n 


[f(»)(o) + rj. 


Dans cetle dernière équation, 1 désigne une nouvelle variable qui 
s’évanouit avec x. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Tiikouk.mk I. — Supposons que, les fondions (i.:>) riant continues, par- 
rapport à x, dans le voisinage de la valeur particulière x o, s’éva- 
nouissent toutes avec x, excepté la dernière f i " ) (.r), et que P">(o) con- 
serve une valeur finie. Alors, si l on attribue à x une valeur infiniment 
petite, on aura 

- — [f;«; (o) 

1 .2.0 . . . n L J 


( 24 ) 
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] désignant une expression imaginaire qui deviendra nulle en même 
temps que la variable x. 

Dans le cas où la variable x reste réelle, l’équation ('if) peut être 


Soit maintenant /(x) une fonction de x, qui conserve une valeur 
tinie, aussi bien que ses dérivées d’un ordre inférieur ou égal à //, 
pour une valeur nulle de x; et supposons d’ailleurs que, pour des 
valeurs de x imaginaires ou de la forme 

/•(cos/ -+- f — i sin /), 

les fonctions 

(a 5 ) /( x ), /'(./'), /"(•/•), ..., 

restent continues entre les limites o et k du module 1 . Si, en considé- 
rant ce module comme seul variable, on désigne par o(/ - ), -/(/■) deux 
'fonctions réelles de r, propres à vérifier l’équation 

(?.G) /| /• ( cos t ■+- f— i sin/)] = ?(/•) -t- f — i •/(/•), 

on aura, pour une valeur entière de m, 

| (eosZ-t-f i sin/) , "/ v " ,) [/'(cosZ + yél i sin/) | 

( ) < =o" n) (r)-h\ / —lyJ ,u) (r), 

{ (cos l -t- — j sin t)'" f " l) ( o ) -r- H- \! — i 


D’autre part, la formule (8) de la huitième Leçon donnera, entre les 
limites r ~ o, r — /•, 


j ?(/•) = 9(0) 1- -- 9'(o) -t- , i( 9"(o) 


( 38 ) 


-I , ----- o ( " _,) (o) -t <?<"> (G,/-). 

•/.('■) ~ z(°) + 7 z'(°) ■+■ ' - z"(°) -*-••• 


-+- 


O. 
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0 ,, 0 a désignant deux nombres inférieurs h l’unité. Par suite, on tirera 
de l’équation (viG) combinée avec la seconde des formules (27), 


( 2 9 ) 


j /l / - (cos< y/— 1 sin/)] 

'•(cos/! -t- y/ 

I 

r n~\ ( cos / - 4 - y/— I si 11 t)” 1 


/(0) + .d^±_^-:Lî!i'.‘) / , (0)+ ... 


-b 


.‘ 2 . 3 ...// 


/<"-')( O) 

f Q (,,) (0 t /•) -b v/“ 1 yJ n) (Q>i /■)] 


1 .2 . 3 . . . ( // — 1 ) 
ï n 


ou, ce qui revient au même, 

| /(j-)=/(o) + ÿ/\o) + y ^ f‘{ '>) -h . . 

<*» j 

/ a?» o ( ") ,■) 4. y/ — I " ) ( G , /') 

1 ■ " (eos/ + y/ — 1 sin<)" 

11 suit de la formule (do) que la fonction f (.r) peut être considérée 
comme composée d’une fonction entière de x, savoir 

(3.) /(O) H- y /'(o) -H —/"( O) — 3-^ , w _ i -/ < "- , ' (0) 


et d’un reste, savoir 


(32) 


o ,n, ( 0 , /•) + y/- - 1 ^ ( ")(0 2 /-) 

i.2.3.../i (cos< -+- y/— , sin /)“ 


Lorsque ce reste décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes du 
nombre entier n, la série 

(33) /(O), /"(<>), ... 


est convergente, et la somme de cette série est précisément la (bue- 
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tion f(x), en sorte qu’on a 

(34) f(æ) =/(o) 4- y /'(o) + 7^ /'(o) + • • • • 

L’équation (34) n’cst que la formule de Maclaurin étendue au cas oii 
la variable x devient imaginaire. 

Concevons encore que, la lettre a désignant une valeur particu- 
lière de la variable x, les fonctions (23) conservent, pour x—-a, 
une valeur finie et restent continues tant que le module p de la dif- 
férence x — a demeure compris entre les limites o et k. Alors, si l’on 
fait 

(35) x — a — s = p(cosj -t- y/ — i sin j), 

u désignant un arc réel, et 

(36) /(a -+- z) =/[ a -+■ p(cosv 4- y/— i silvj)] = ®(p) 4- \f— i X(p), 

on trouvera 


! ( cos-j -H y— 1 siirj)'"/ ( '" ) |/ï -+- p(cosj 4 - y'— i sinv)| 

•— ® (, ">(p) 4 - v/ r: I X ""’(?); 
( (cos -j -t- \ J — î sin j)'"/ ( '">(rt) — <I>("'-’(o) 4- y/ — r X<"‘>( 0 ). 

De plus, comme U formule (8) de la page 333 donnera 


<I»(p) =«&((>) 4- P- 4>'(o) -f- <!*"( o ) 4- . . , 

4- £ ■ ■ ; <I><"'-')(o) 4 4 P )i 

I .2.3. . .(/t — 1) 1.2.3...//. 1 ' 


X(p) = X(o) 4- £ X'(o) 4- T '~ X"(o) 4-. . . 


J' 1 ---, r X<»-'>(o)4 C X ( ">(0 2 p), 

I .2.0. ..(//- l) 1.2.3...// ' 1 


0,, O a étant deux nombres inférieurs à l’unité, on tirera de l’équa- 
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lion (30), combinée avec la seconde des formules (3^), 


! /[« 4- p(cosu + v^— i sinu)J 


(39) 


,, . p(cos-j4-y/ — i siov) ,,, , 
•/(")-- ; -■/'( «)-*-••• 


p" _l (cos-J 4- — I S i 1 1 ’j) ” 




i j .. .(n ■ — i ) 

— -Ç— [a>(«)(0,p) 4- y' I \<" ! (^p)l 


ou, ce qui revient au même, 


(4o) < 


/(.?•) a ) 4 ±— !!/’(„) + i- • • • 

( ,r - - n ) n ~ 1 

H- - .. , T /‘—'H") 

I . 2 . o . . . ( /! — I ) 

( .r — <7 V' «IX'OfVO 4y/— ~î \ u,) (0.,o) 

1 • 1 11 ( cos • j 4 y' -- i s i n j )" 


tën verfu de la formule ( / io), la fonction /(j - ) peu! être considérée 
comme composée de la fonction entière 


(ii) 


( /(«)■ 


-/'(< 


<-r: : 


(./■ — a)"~' 

i . i . > . . . ( « — i ) 


/'"-"('O. 


qui s(‘ trouve ordonnée suivant les puissances ascendantes de .r — r/, 
et d’un reste représenté par le produit 


U*) 


( j: — a )" ' (0,p) -h \. / — i X (//) ( f J.> p ) 

J • * ■'* • • • ( cos j -l- v' — i sin j ) n 


Lorsque ce reste décroit indéfiniment pour des valeurs croissantes du 
nombre entier //, la série 


(43) 


/(a), ’"/'(«), --T^-VV), ••• 
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est nécessairement convergente, et l’on tire de l’équation (4o) 

(44) f{x) —/(a) 4- X -^f\a) H- ^j - ) -/ , (a)+.. . 

ou, ce qui revient au même, 

(45) /(« H-s) =/(«) -H Y /'(a) -t- Y^/"(«) +.... 


Si, dans cette dernière, on remplace a par a; et s par A, on obtiendra 
la suivante 

(46) f{x 4- /*)•=/( a?) 4- y/'(ar) 4- 

c’est-à-dire la formule de Taylor étendue au cas où la variable x et 
son accroissement h deviennent imaginaires. 

Lorsque, dans l’équation (4o), le module p devient infiniment 
petit, le rapport 

0»w (0,p) -b y/— ~i X<">(fl » p ) 

(cosj -t- y/— i sinu)" 

diffère très peu du rapport 

d> (l> >(o) 4- y /— T X (,ll (o) . 

(,cos j -h y/ — i sin*j J 

Donc, si l’on pose alors 

( ~^ / ) 7 ~ i~ “ . ~w/ =/<*>(«) + 1. 

(cos-j 4- y/— i s i ii j ; 


I sera, ainsi que x — a, une expression imaginaire infiniment petite, 
et la formule (4°) donnera 


(48) 


/(*)=/(«) + —”/'(«) 


I 


(oc — a) n ~ l 

1.2.3 . . .(n — i ) 

(oc — a) n 


f {n ~ i) (a) 


i.2.3 . . . n 


[/"*> (a) 4-1], 


OEuvres de C . — S. II, t. IV 
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puis on en conclura, en faisant x — a — i, 


/(a -+- i) 




( 49 ) 


4- 


i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 


/<»->)( a) 


[.2.3.. .11 


[/<">(«) 4-1]. 


Si, dans l’équation ( 49 ), on remplace a par x , on se trouvera immé- 
diatement conduit à la proposition suivante : 


Théorème II. — Supposons que ion attribue à la variable x une valeur 
dans le voisinage de laquelle les fonctions ( 20 ) restent continues , et à la 
variable imaginaire i une valeur infiniment petite . On aura 


(5o) 


f(x -h i) ~ f(x) -jr -j* f\x) 4- • . . 


1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 




.2.3. 




I désignant une expression qui deviendra nulle en même temps que i. 

Cette proposition comprend évidemment, comme cas particuliers, 
le premier théorème et celui que nous allons énoncer. 

Théorème III. — Supposons que ion attribue ci la variable imagi- 
naire x une valeur dans le voisinage de laquelle la fonction f (x) reste 
continue , ainsi que sa dérivée f(x ), et à la variable imaginaire i une 
valeur infiniment petite . On aura 

(5i) f\x 4- i) =f(x) + i[f(x) 4- I], 

1 devant s évanouir avec i . 

Exemples . — Si Ton prend successivement pour f(oc) les fonctions 

1 

e x y sin^r, cos.r, x % , \x , arc tango?, ..., 
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on tirera de la formule (5i) 


(52) 

(53) 

(54) 

(55) 


(56) 

(57) 

(58) 


e *+i-~e*+ i(e x + I), 
sin (x 4- i) — sin# h- /(cos x -4- I ), 
cos(# -t- i) — cos# — /(sin# — I), 


i i 


(x 4- /)* #' 2 4- / 


i . 


( # 4- Z)!* #1* 4- /( /Ji #4 L - 1 4- I ), 

1((T4- /) — ‘ lx 4- i 4- 1^, 


arc lang(# 4- /) — arc tang# 4- i ( — 


! '(r-fb + I )’ 


W1 


Lorsque plusieurs termes de la suite 

(59) /'(«). /V), /'», ... 

s’évanouissent, alors, en admettant que f [n \a) soit le premier de ceux 
qui différent de zéro, on tire de l’équation (49) 

(60) f{a 4- 0 --/(«) 4- “—J---- „ [/ {rt) («) -e 1]. 

On peut donc encore énoncer la proposition suivante. 

Théorème IV. — Supposons que les fonctions ( 20 ), c/om/ continues 
par rapport à x dans le voisinage de la valeur particulière x = a , s éva- 
nouissent toutes avec x — a , excepté la première f(x) et la dernière 
f [n \x ). Admettons en outre que f (x) et f [n \x) conservent , a? = o, 
ç/c.y valeurs finies : alors , .v/ / V;// attribue à la variable i une valeur infi- 
niment petite , o/i aura, pour x — a , 

( 61 ) /(* -H 0 -/(*) h- — t/^) -h I], 

I désignant une expression imaginaire qui deviendra nulle en même 
temps que la variable 1 . 
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Concevons à présent que, la variable frétant imaginaire, on nomme R 
le module de la fonction f ( x ), en sorte qu’on ait 

(6'j) f(x) — R(cosT 4- \[^~i sinT), 

T désignant un arc réel. Soient d’ailleurs AR, AT les accroissements 
que reçoivent les quantités R, T, quand on attribue à la variable x 
l’accroissement infiniment petit 

(63) A,r — i — p(cosu 4 - 1 sinu). 

On fixera aisément, à l’aide des formules ( 5 i) ou (61), la valeur ap- 
prochée de AR.’En effet, on tirera de l’équation (62) 

( 64 ) (R 4 - Alt) [cos (T 4- AT) 4 y^ï sin(T 4- AT)}=/(a? + i ); 

puis, en combinant cette dernière avec la formule ( 5 i), nommant R, 
le module de /'(x), et représentant par T,, a, P des quantités réelles 
propres à vérifier les équations 

(65) /'(•*) = Ri(cosT, + y— 1 sinT,), 

(66) 1 (cos-j 4- y 1 sinu) x 4- j3 1 , 

on trouvera 

| ( R + AR ) [ cos ( T -h AT) + y/-ï sin ( ï 4- AT )] 

( — R(cosT -i- y/— 1 sinT) h- p[R, [cos(u 4- T,) + \/— 1 sin(u 4- T,)] 4 x 4 ( 3 \j 


ou, ce qui revient au même, 


( 68 ) 


( (R 4 AR) cos (T 4 AT) — R cos T 4 p[R, cos(u 4 T,) + a], 
! (R h- AR) sin (T 4 AT) = R sinT 4 - p[R, sin (u 4 T,) 4 (3]. 


De plus, si l’on combine entre elles, par voie d’addition, les for- 
mules (68), après avoir élevé chaque membre au carré, et en faisant, 
pour abréger, 

( 69 ) -/ — 2 R(acosT4- (3 sinT) 4- pj[R, cos(u +T,) 4- :x ] 2 4 [R t sin (u 4- T,) 4 p] ! j, 
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on en conclura 

(70) (II h- AR) , = R s + p[2RR, cos(u + T, — T) + y]. 

Cela posé, comme les valeurs de a, (3, y» déterminées par les 
formules (66) et (69), seront infiniment petites, on tirera de 
l’équatioa (70), en extrayant les racines carrées positives des deux 
membres, ayant égard à la formule (55), et désignant par S une 
quantité qui s’évanouisse avec le module p, 

(71) lî + AU - II + p[a R II, cos(u + T, — T) -4- y] f JL + 

Dans cette dernière équation, qui suppose R 2 > o, le produit 

[2 R R. cos(v -1- T,— T) + y] 

diffère très peu du suivant 

R 1 cos ( v -4- T 1 — T). 

Donc cette même équation pourra être présentée sous la forme 

(72) AR ~ p[R, cos(u -t- T,— T) -+- w], 

co désignant encore une quantité infiniment petite; et par conséquent, 
le produit 

(73) p II, cos(u -t- T) — T) 

sera la valeur approchée de l’accroissement AR, c’est-à-dire que le 
rapport de cet accroissement au produit (73) différera très peu de 
l’unité. On doit seulement excepter le cas où l’on attribuerait à la 
variable x une valeur qui rendrait nulle ou infinie l’un des deux 
modules R, R,, ou, ce qui revient au même, l’une des deux fonc- 
tions f(x), f'(x). 

Supposons maintenant que, pour une valeur donnée de x, les 
fonctions 


(74) 


/'(*), /'(*), .... /‘"-‘HO 
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s’évanouissenl, mais que f(x) et f [n \x) obtiennent des valeurs finies 
différentes de zéro. Alors le produit (73) sera nul, ainsi que le mo- 
dule R, de f(x). Mais, si l’on désigne par R„ le module de f w (x), 
et par T„, a, jü des quantités réelles propres à vérifier les équations ■ 

(75) /ci(jr) = R,(co8T, + ^sinT.), 

(76) l(cosu + y/— isinu)*— a + Pv^— '» 

on tirera des formules (6/j) et (61), combinées entre elles, 

1 ( R + AR) [cos(T + AT) -1- sin(T + AT)] 

^ I ~ R (cos T -r- y/— 1 sinT) + — ~ — - JR„[cos(«y + T„) + j/— 1 sin(«u +T„)] -1 a -1- jj y / — 1 

ou, ce qui revient au même, 

( (R + AR)cos(T + AT) ~ R cosT h- ----- - [R„cos(«u + T„) + «], 

( 7 8) 

I (R + AR) sin (T + AT) — RsinT ~ ^ [R„ sin («u + T„) + §]; 

puis, en substituant les équations (78) aux équations (68), on ob- 
tiendra, au lieu des formules (69), (70), (72), de nouvelles formules, 
que l’on peut déduire des premières en remplaçant le module p par 

la fraction — > R par IL, cl le binôme 0 4 - T, par le binôme 

n u 4- T„. Donc, en supposant R 2 > 0, et désignant toujours par tu une 
quantité infiniment petite, on aura 

(79) AR- — — -fR„cos(nu + T„-T)-(-w]. 

Par conséquent, dans l’hypothèse admise, le produit 

(80) n C ° S ("' J + T«- T) 

sera la valeur approchée de l’accroissement AR, c’est-à-dire que le 
rapport de cet accroissement au produit (80) différera très peu de 
l’unité. 



TREIZIÈME LEÇON. 435 

Lorsque, pour une valeur donnée de x, la fonction f{x) s’évanouit 
avec son module R, et qu’en même temps la première des fonc- 
tions ( 25 ) qui diffère de zéro conserve une valeur finie, on tire des 
formules (68) ou (78) : i°. en supposant R* > o, 

AR cos (T 4 - AT) — p [Ri cos(u - 4 - T t ) 4 - a], 

AR sin (T 4 - AT) =_■ p[R, sin (y 4 - Tj) 4 - (3]; 

2 0 en supposant 

Ri R 2 - . . . ~ - o et R*>o, 

t AR cos (T 4 - AT) = -• [ R„ cos (nv -h T„) -h »], 

(8.) ,,a v“ 

[ AR sin (T -h AT) = [R,« sin («'-> -t- T„) -h (3 |. 

On en conclura, par des raisonnements semblables à ceux dont nous 
nous sommes servis plus haut, que l’accroissement AR du module R 
peut être, dans le premier cas, présenté sous la forme 

(83) AR as p(R, + w ), 
et, dans le second cas, sous la forme 

(84) AR= 77 ~^ t:7 - ( R, •-.-« ), 

(o désignant, dans l’une et l'autre hypothèse, une quantité infiniment 
petite. 

Pour que l’accroissement de la variable x, savoir 

— i — p(cosu -i- — i sin ) 

soit infiniment petit, il est nécessaire et il suffit que le module p de 
cet accroissement soit lui-même infiniment petit, l’arc u pouvant 
d’ailleurs être une question finie quelconque. Or, si l’on détermine 
cet arc de manière à vérifier l’équation 



(85) 


cos ( y + T, -- T ) 
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ou bien la suivante 


(86) 


cos (nu + T„-T)--i, 


ce qui aura lieu, par exemple, si l’on prend 


(87) 

ou bien 

( 88 ) 


u — 7t + T — T,, 

(2 ni -t- 1 )it -1- T — T„ 
n 


ni désignant un nombre entier inférieur à n , on verra la formule (72) 
se réduire à 


(89) AR--p(R 1 -to), 

ou la formule (79) se réduire à 


(9°) 


A R 


P" 

. 2 . 3 . . . n 


(Rb — fc>)- 


De plus,' la valeur de A x donnée par l’équation (63) prendra l’une 
des formes 

(91) Aa? — — p [cos (T — T,) + y — 1 sin(T — T,)], 

, , . f (aoî+jjr + T-T, /-— . (2»n- i)ir -4- T — T„'| 

( 92 ) tLX p I cos î- — ' n t- V- ' Sin n J • 

D’ailleurs, en vertu de la formule (89) ou (90), l’accroissement AR 
du module R aura pour valeur approchée la quantité négative 


(93) 

— pR, 

ou 


(94) 

P" Rb 

1.2.3. . . n 

Donc cet accroissement 

sera négatif, et J 

sition suivante : 



Théorème Y. — Supposons que les fonctions ( 25 ) restent finies et con- 
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tinues dans le voisinage d'une valeur de x qui ne réduise pas la fonction 
f(x) à zéro. Faisons d'ailleurs 

f(x) = R(cosT 4 - \J — i sinT), 

et soit 

— tf„(cosT„ + \J— I sinT„) 

le premier terme de la suite 

/'(*), /"(. r), /'(*), ... 

qui ne s' évanouisse pas pour la valeur donnée de x . Enfin , concevons que , 
p désignant une quantité positive très petite , on attribue à x un accroisse- 
ment Csx déterminé par la formule (91) ou par la formule (92), suivant 
que ion aura n = 1 ou n > 1 . La valeur correspondante de A R sera néga- 
tive , cest-à-dire que le module de 

f(x 4- Ad?) 

deviendra , pour de très petites valeurs de la quantité p, inférieur au 
module de f(x). 

Au reste, pour que le module de f(x-hAx) devienne inférieur 
au module de f(x ), il n’est pas nécessaire de supposer la valeur 
de Ar déterminée par la formule (91) ou (92), et il suffit d’assigner 
à l’angle u, dans la formule (03), une valeur propre à rendre négatif 
le dernier facteur de l’expression (^3) ou (80), savoir 

eos ( v -h T t — T ) o u cos ( n v -4- T„ — T ). 

Or c’est une condition qu’il est toujours facile de remplir, attendu 
que ce facteur change de signe, tandis que l’angle u reçoit un accrois- 
sement égal à tz ou à -• 

En terminant cette Leçon, nous ferons observer que, dans beau- 
coup de cas, les relations établies par les formules (0), (26), (36) 
entre les fonctions désignées par les lettres f, / et les fonctions 
réelles ç(r), yfr), <&(p), X(p) continuent de subsister quand on 
remplace y/ — 1 par — \/ — 1 . C’est, en effet, ce qui aura générale- 

OE uvre s de C . — S. Il, t. IV. 58 



458 LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

ment lieu si la fonction f(a?) ou f(oc) se présente sous forme réelle, 
c'est-à-dire si elle ne renferme pas dans son expression le signe \J — i. 
Ainsi, par exemple, si l’on prend pour f{oc) l’une des fonctions 
simples représentées par les notations 

a • . , 

a -f- .r, a — .r, aæ y — * x a y \ x , L.r, 
sin.r, cos.r, arcsin.r, arccos^* 

ou Tune des fonctions composées que l’on peut exprimer en combi- 
nant ces mêmes notations, l’équation (26), dans laquelle r désigne le 
module de r, s un arc réel et <p(r), yX r ) deux fonctions réelles de r, 
entraînera généralement la suivante : 

(t)5) /| /(eos/ - y'- i sinO| ~ ?(/•)— v /~ 1 x( r )- 

On aura donc alors 

f | / (cos/ \/ i sin t ) | 4- f | /•( cos t — y/ — i sin ^)J 

2 

/| /•( cos / -i- y/ — i sin f) j — /| / ( cos< — \/ — i sin <) | 



(96) • (>i 

f •/.('•) 
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SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ET TRANSCENDANTES. DÉCOMPOSITION 
DES FONCTIONS ENTIÈRES EN FACTEURS RÉELS DU PREMIER OU DU SECOND DEGRÉ. 


A l’aide des principes établis dans la treiziéme Leçon, on p#ut aisé- 
ment démontrer la proposition suivante : 

Théorème I. — Soit f(x) une fonction de x qui reste finie et continue , 
ainsi que ses dérivées des divers ordres , pour toutes les valeurs finies réelles 
ou imaginaires de x , et qui devienne toujours infiniment grande lorsque 
le module de la variable x devient infini . Supposons d'ailleurs que les 
dérivées de f(x) ne puissent s'évanouir toutes à la fois. Il existera une 
ou plusieurs valeurs de x , réelles ou imaginaires , et propres à vérifier 
V équation 

(0 /(<*■) =-<>• 

Démonstration. — Soient r et R les modules de la variable x et de 
la fonction f(x ), en sorte qu’on ait généralement 

( 2 ) æ — r ( cos / h- — i si n t ) 

et 

(3) f(x)— /[ / (cos t -h y 7 — i sinol — R(cosT -i- \/— i sinT), 

/, T désignant deux arcs réels. Comme, en vertu de l’hypothèse 
admise, la fonction f(x) devra rester finie pour toutes les valeurs 
finies du module r et devenir toujours infiniment grande pour r — 
il est clair que le module R remplira les mêmes conditions. Il est aisé 
d’en conclure que, parmi les valeurs de R, il en existera une plus 
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petite que toutes les autres, et correspondante à une ou plusieurs 
valeurs finies de x. J’ajoute que cette plus petite valeur de R sera 
précisément égale à zéro; et, en effet, toutes les fois qu’une valeur 
finie de x produira pour la fonction f(x ) un module différent de 
zéro, on pourra, en vertu du théorème V de la Leçon précédente, 
attribuer à a? un accroissement infiniment petit Aa?, tel que le module 
de f{x Ax) devienne inférieur à celui de f(x). Donc alors le 
module de /(x) n’aura pas la plus petite valeur possible. Par con- 
séquent, lorsque les conditions énoncées dans le théorème I seront 
remplies, la plus petite valeur de R sera nulle et les valeurs finies 
de x qtfi correspondront à une valeur nulle de R vérifieront l’équa- 
tion (i). 

Le théorème I s’applique immédiatement aux fonctions entières de 
la variable x. En effet, soit f(x) une fonction entière du degré n, 
c’est-à-dire de la forme 

(4) /(■*•) — n„x" -H n t x u ~' + a i x n ~--h. . .-+- x + a„, 

n désignant un nombre entier, et a 0 , a t , a 2 , ..., a„_,, a„ des con- 
stantes réelles ou imaginaires dont la première ne pourra être nulle. 
Cette fonction /(x) restera finie et continue, ainsi que ses dérivées 
des divers ordres, pour toutes les valeurs finies réelles ou imagi- 
naires de x, et sa dérivée de l’ordre n, savoir 

(5) /<")(,*) — î . 2 . 3 . . . n.a 0 , 

sera constante, mais différente de zéro. De plus, si l’on représente 
par p 0 , p , , . . . , p„ les modules des coefficients a 0 , a,, . . ., a n , et si l’on 
pose en conséquence 

a o — po(cosT 0 -+- y/ — ' sinto), 

«i — p, (cost, - l V e - 1 siriTt ), 

» 

a„= p a (cosT a + <J^*l sinT„), 



( 6 ) 
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on conclura de l’équation ( 4 ), combinée avec les formules (2), 

( 3 ). ( 6 ), 

R(cosT -+- y/— 1 sinT) 

= po^fcost/jf -t- r 0 ) -t- y/— 1 sin(/i< -+- t 0 )] 

+ p, jcOS[(rt — l)t + T|] sin[(« — l)< H- T|] { -+-. . . 

-I- pn(cosT rt + y/-— ~ï sinr,,) 



ou, ce qui revient au même, 


(8) 


( R cos T = p u r" cos (nt + t 0 ) -+- p, r n ~ 1 cos [(aï — i)t -+- ti ] -+- . . . -t-p* cost„, 
( R sin T - ■ p„r n sin (nt -+- r 0 ) -t-p ( r H ~' sin [(aï — i)< + r r ] -+- . . . -t- p„ sinr„. 


On trouvera par suite 

\ R 2 = ] p„ r" cos (nt -(-t 0 ) + p,r' 1 " 1 cos [(aï — i)t -+-t,] + . . . + p„ cosT„j 2 

9 1 -+- j pu e" sin(«< + r„) -1- p, /•"-* sin [( aï — 1) /-)- *, J 4- p„ sinr„ J 2 

ou plus simplement 

( 10 ) RS - ,•*» [pj + apopicos(< + r„-ti) + ps + 2 PoPî cos ( a t h- r„ — r, ) 

Or, si l’on attribue au module rdc la variable a; des valeurs infiniment 
grandes, le premier des deux facteurs, que renferme la valeur précé- 
dente de R-, croîtra indéfiniment, tandis que le second s’approchera 
d’une limite finie et différente de zéro, savoir de la quantité p 2 . Donc 
la valeur de H 2 et sa racine carrée ou le module R de la fonction f(x) 
deviendront infinis ainsi que la fonction elle-même. Donc, en vertu 
du théorème I, il existera une ou plusieurs valeurs réelles ou imagi- 
naires de x propres à vérifier l’équation 

(11) a ti x n -t- a x x n ~' -t- tfjx" -2 -4- . . . 4- ,.r -+- — o. 

On doit seulement excepter le cas où l’on aurait 

n~o, /(ar) = rt„, 

et dans lequel toutes les dérivées de f(x) deviendraient nulles. 
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Soit maintenant x 0 l’une des valeurs réelles ou imaginaires de x 
propres à vérifier l’équation (u). La fonction entière f(x) sera divi- 
sible par le facteur linéaire x — x 09 et, si l’on effectue la division, on 
obtiendra pour quotient une autre fonction entière qui sera elle-même 
divisible par un nouveau facteur. En continuant de la sorte, on finira 
par décomposer la fonction /(x) du degré n en autant de facteurs du 
premier degré qu’il y a d’unités dans le nombre n . D’ailleurs, le pro- 
duit de ces facteurs ne deviendra jamais nul sans que l’un d’eux s’éva- 
nouisse, et comme, en égalant chaque facteur à zéro, on déterminera 
une racine réelle ou imaginaire de l’équation (t i), on pourra évidem- 
ment énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes <? 0 , a i , . . . , , a n , l' équation 

(u) a 0 x n -h a { x"~ x -h . . . -h a n _i x 4- ci n ~ - o 

a toujours n racines réelles ou imaginaires et n en saurait avoir un plus 
grand nombr e. 

Lorsque la fonction /(x) cesse d’être entière, on peut encore, dans 
un grand nombre de cas, constater la possibilité de résoudre l’équa- 
tion ( 1 ) en s’appuyant sur l’un des théorèmes que nous allons faire 
connaître. 

Théorème III. — Soit f(x) une fonction de x qui reste finie et con- 
tinue , ainsi que ses dérivées des divers ordres , pour toutes les valeurs finies 
réelles ou imaginaires de x, et supposons que les dérivées de f ( x ) ne 
puissent s évanouir toutes à la fois . Soit de plus J; ( / ) une fonction déter- 
minée de l'angle /, qui demeure non seulement continue , mais encore 
réelle et positive entre les limites t = — / — tc, et qui reprenne la 

même valeur à ces deux limites. Si , tandis que l'angle t varie entre les 
limites — û, h- u, le module de i expression 

( 12 ) /|(cos/ 4- 1 sin/) '|(0j 

reste constamment supérieur au module de f( o), on pourra en conclure 
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que l’équation ( i ) admet une ou plusieurs racines réelles ou imaginaires 
et de la forme 

(i3) x — 9(c,ost -+- f— i sin t) 

6 désignant un nombre inférieur à l’unité. 

Démonstration. — En effet, si, dans la fonction 

f(x) — J f r(cost •+- \j — i sin < )J, 

on fait varier r et t par degrés insensibles entre les limites r-- o, 
r — '|(/), l — — ", t — u, on obtiendra pour cette fonction f{x) une 
infinité de valeurs dont l’une offrira un module plus petit que toutes 
les autres. Soient r 0 , l 0 les valeurs de r et de t correspondantes à ce 
plus petit module, ct.^ 0 la valeur correspondante de x ; r a devra être 
inférieur et non pas égal à ^(/ 0 ). Car, si l’on avait 

r 0 - 4* ( O )» 

le module de l’expression 

04) f{x „) --/l(cos< 0 + sin<„)4/(< 0 )| 

resterait, en vertu de l’hypothèse admise, supérieur au module de 
/(o), c’est-à-dire au module qu’on obtient pour f(x) en posant 
r = o, quel que soit t. J’ajoute que l’expression (i4) sera précisé- 
ment nulle; et en effet, si le contraire arrivait, on pourrait, en vertu 
du théorème V de la Leçon précédente, attribuer à la valeur 

( 1 5 ) j, = r,(c«s; 1 +/- i sin t„) 

de la variable x un accroissement infiniment petit i tel que le module 
de f(x„-\-i) devînt inférieur à celui de f(x„). D’ailleurs, /•„ étant 
inférieur à (]/(/„), et l’accroissement i étant très peu different de zéro, 
la valeur f{x „ i) de J\x) serait encore l’une de celles qu’on obtient 
lorsqu’on fait varier r et t entre les limites r — o, r — '|»(/), / — -, 

t — Donc, parmi ces dernières valeurs, f(x 0 ) ne serait pas celle 
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qui offrirait le plus petit module. Donc, toutes les fois que les con- 
ditions énoncées dans le théorème III pourront être remplies, l’ex- 
pression (i 4 ) s’évanouira ainsi que son module, et la valeur de x 
ci-dessus désignée par x 0 vérifiera l’équation (i). Or cette valeur 
de x sera du nombre de celles que représente la formule ( 1 3 ) , 
puisque le module r„ sera compris entre les limites o et 

Scolie. — Pour que le théorème III subsiste, il n’est pas nécessaire 
que la fonction désignée par <p(/) conserve la même forme pour toutes 
les valeurs de t. Cette remarque fournit le moyen de surmonter les 
difficultés que pourrait offrir l’application du théorème à des cas par- 
ticuliers. Supposons, pour fixer les idées, 

( 1 6 ) f{x) — e x — x. 

On trouvera, dans cette hypothèse, 

(17) /( O) — I, 

(18) R (cos T -t- y — 1 sinT) = e r co# , + r sln ' S - 1 — (rcost -t- r sin<\/— 1), 

1 R cosT = e' cos 'cos(rsin<) — / cosi, 

osi ' ! 

( Il sin T = e rensl sin (/• sin t) — r sin t, 

(9.0) ]{2_. c 2/cos/ — 2 vc r cos ' cos ( /’ sin t — /) -t- r ' 1 

et, par conséquent, 

(21) R s > e 2rco8 '— 2 re rtM, + r 2 ; 

puis on en conclura : i° en supposant r> 2 et cost négatif, 

( 22 ) U > r — e rtmt > /• — 1 > 1 ; 

■i° en supposant cos / positif et supérieur à » 

( 23 ) R > c rCM '— r > 1. 
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Si l’on veut que la valeur de R, déterminée par la formule (20) dans 
le cas où l’on pose r = ' 1 ( 0 ’ devienne supérieure au module de /(o), 
c’est-à-dire à l’unité, pour toutes les valeurs de t renfermées : i° entre 
les limites t — — 71, t — — - ou bien entre les limites t — -> t — 

2 2 

2 0 entre les limites t — — u, t — u, il suffira de concevoir que, entre 
ces mêmes limites, la fonction se réduise à une quantité con- 
stante égale ou supérieure au nombre N. D’autre part, si, en dési- 
gnant par n un nombre entier quelconque, on fixe la valeur de r, 
lorsque l’angle l reste positif, à l’aide de l’équation 

T. 

n r. -t 1 - t 

M T, 2 

(:«□) / sin t — t — ht. -t- ou r — 7 > 

2 sm l 

(‘t lorsque l’angle / devient négatif, à l’aide de l’équation 

7 T 

. tl T. -r t 

(2 G) /* sin£ — l~ — (n 71 - 1 --) ou ~ — ■■■■"- , 

v ' \ v *n ! (-n 

le module II, déterminé par la formule (20), surpassera évidemment 

le module r , et à plus forte raison le nombre ~ = 1,5707 Donc le 

module R surpassera l’unité pour toutes les valeurs de t comprises 
entre les limites — -, -+- si l’on détermine la fonction <{/(/) de 
manière que l’on ait : i° entre les limites t = — 0, / — u. 


n n -h -- - 1- *j 
2 


( 27 ) 

^ ; 

2 0 entre les limites t = 

U, / == T. — U, 


TT 


H TT -f— — t 

(28) 

+ <*>= suU i 

3° entre les limites l = 

— (t: — u), / — — u. 


71 


/iTï -h — t 
sin (-— i) > 


• } 9 


OEuvres de C. — S. II, I. IV. 
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4° entre les limites <== — -, l — — (ti — u) ou bien entre les 
limites t = it — u, / = tc. 


( 3 o) 


+ (<) 


T. OIT 

nr. — -t- t. — 'j « 7ï -l 'j 

2 2 

sin(7 r — j) ~ " sina 


et si de plus on choisit le nombre n de telle sorte que la plus petite 
des valeurs de f |(/) fournies par les équations (27 ), ( 3 o), savoir 


vérifie la condition 
(30 


r , ; 

n 7: -l h 'j 

2 

sin j 


77 

n t: h — 
2 


si 11 j 


> N. 


D'ailleurs, quoique la fonction <]/(/) déterminée par le système des 
équations (27), (28), (29), ( 3 o), change de forme avec la valeur 
de /, elle reste non seulement finie et positive, mais encore continue 
entre ces limites, c’est-à-dire qu’elle varie par degrés insensibles, 
tandis que l’on fait croître ou décroître l’angle /. Ajoutons qu’elle 
reprend la même valeur pour t — — t: et pour / = -n, et que les déri- 
vées de e x — x, savoir e x — 1 , e J \ ne sauraient s’évanouir en menu 4 
temps. Donc, en vertu du théorème III, l’équation 

(32) — X O 

admet des racines réelles ou imaginaires, parmi lesquelles il en 
existe au moins une dont le module ne surpasse pas la plus grande 
des valeurs de ^(/) fournies par les équations (27), (28), (29), ( 3 o). • 
Si l’on prend N = 2, l’équation (24) donnera 

13 

n = arc cos — = arc cos (0,5^9 3o6 ...)=; o , 989 26 ... , 

et la condition ( 3 i) sera vérifiée, même lorsqu’on supposera n = o. 
Alors la plus grande des valeurs de déterminées par les for- 
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mules ( 27 ), ( 28 ), ( 29 ), (3o) sera 

3 7T 


Donc, parmi les racines de l’équation ( 1 ), il en existe au moins une 

qui offre un module inférieur au nombre 4*455 

Ce qu’on vient de dire indique suffisamment le parti qu’on peut 
tirer du théorème 111 pour s’assurer qu’une équation transcendante 
admet des racines réelles ou imaginaires, et pour découvrir une 
limite supérieure au plus petit de leurs modules. Parmi les équations, 
pour lesquelles l’existence d’une ou de plusieurs racines peut être 
ainsi constatée, nous citerons encore les suivantes : 

( 33 ) e* x y/ — 1 , e~ x -H __ o, sin .r 2 , ... 

et 

(34) e~ x ~x, c“ x — x 1 , a x — c- x — sin.r, 

Il serait d’ailleurs facile de reconnaître que les équations (3a) et (33) 
admettent seulement des racines imaginaires. 

Au reste, par des raisonnements semblables à ceux que nous avons 
employés pour établir le théorème III, on peut encore démontrer la 
proposition suivante. 

Théorème lY r . — Soient 

( 2 ) x /•(cos<-+-\ / — isin<) 

une variable imaginaire, r le module de celte variable, et <p(t), 
deux fonctions de l qui restent, non seulement continues , mais encore 
réelles cl positives, pour toutes les t'aleurs de t comprises entre t — / , , 
t ~ I.,. Soit de plus 

(3) f{x) — /[r(cos< 4 - \J— i sin <)] 


une fonction de x qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées des 
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divers ordres y entre les limites 

(35) tz=t i9 /’ = <p(0» 

et supposons que jamais les dérivées de f(x) ne s évanouissent toutes à la 
fois . Si l'on peut choisir l'angle t entre les limites t 2 et le module x 
entre les limites o(t), ^(/), de telle sorte que V expression (3) conserve 
toujours un module supérieur à celui de 

(36) /[t (cosr -f- y/— i sinr)], 

tandis que ion fait varier r entre les limites o(/), ^ ( / ) , en attribuant 
a t l'une des valeurs t K , / 2 , ou t entre les limites / 2 , en attribuant à r 
l'une des valeurs o(/), l'équation (i) admettra une ou plusieurs 

racines réelles ou imaginaires , correspondantes à des valeurs de r et de t 
comprises entre les limites (35). 

Scolie /. *— Si, dans le théorème qui précède, on réduit les angles / 
t 2 aux deux quantités — k, t:, il deviendra nécessaire de supposer 
que chacune des fonctions o(/), ^(/) reprend la même valeur pour 
/ = — t. et pour t = t». Si, dans cette hypothèse, on avait o(t) = o, 
on se trouverait évidemment ramené au théorème III. 

Scolie IL — Si, dans le théorème IV, on réduit les fonctions cp (/), 
vp(/) à deux quantités constantes /*, , /* 2 , on obtiendra la nouvelle pro- 
position que je vais énoncer. 

Théorème V. — Soit 

( 2 ) x = r(cost -f- y/— 1 sin t) 

une variable imaginaire dont r désigne le module . Soit de plus f(x) une 
fonction de x qui reste finie et continue , ainsi que ses dérivées des divers 
ordres , entre les limites 

(37) r — r u r — r 2 ; t — t 2y 

et supposons que jamais les dérivées de f(x) ne s évanouissent toutes à la 
fois . Si l'on peut choisir le module t entre les limites r, , r 2 et l'angle t 
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entre les limites /, , t 2 , de telle sorte que la fonction 

(3) f(x)~ i /[r(cos£ -h \J-*- i sin*)] 

conserve toujours un module supérieur à celui de V expression (36), 
tandis que ion fait varier r entre les limites ?\ , r. i9 en attribuant à t 
l une des valeurs t i9 t 2 > ou t entre les limites t n / 2 , en attribuant à r V une 
des valeurs r i , r 2 , V équation (i) admettra une ou plusieurs racines 
réelles ou imaginaires, correspondantes à des valeurs de t comprises entre 
les limites ( 37 ). 

O 11 pourrait encore au théorème V joindre la proposition suivante, 
qui se démontre aussi facilement et de la meme manière que les théo- 
rèmes III et IV. 

Tiikorême VI. — Soient x une variable imaginaire , et p, q deux va- 
riables réelles liées à la première par V équation 

( 38 ) æ nz p h - <j . 

Soit de plus 

(39) /(•*■) =/(/>+ 7 V^ 1 ) 

une fonction de x qui reste finie et continue , ainsi que ses dérivées des 
divers ordres , entre les limites 

(40) p— Pu p -Pii q " <h, q <h, 

et supposons que jamais les dérivées de ffr ) ne s évanouissent toutes à 
la fois. Si Von peut choisir la quantité \ entre les limites p , , p 2 et la 
quantité u. entre les limites q s , q 29 de telle sorte que la fonction (3()) con- 
serve toujours un module supérieur à celui de V expr ession 

(40 f0- ')« 

tandis que Von fait varier p entre les limites , p 2 en attribuant à q 
V une des valeurs <y,, q 2 , ou q entre les limites q K9 q 2 , en attribuant à p 
Vune des valeurs p n p 2 , V équation ( 1 ) admettra une ou plusieurs 
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racines imaginaires correspondantes à des valeurs de p et de q comprises 

entre les limites (4o). 

Lorsque l’équation (i) admet des racines réelles ou imaginaires 
dont les modules sont très considérables, les théorèmes IV et V 
peuvent servir à constater l’existence de ces racines et à fournir 
des valeurs approchées. Pour donner la preuve de celte assertion, 
posons de nouveau 

/(. v) — e r — x. 

Alors à chaque racine de l’équation ( 1 ) correspondront des valeurs 
de rot de t propres à faire évanouir le module R déterminé par la for- 
mule ( 20 ), ou, ce qui revient au même, par la sui'vante 

(4a ) R ! — [ c ri ' os 1 — /■ cos (/■ sio /—<)]*+ f r sin(/ - sin l — l )] 2 . 

De plus, la somme de deux carrés ne pouvant être nulle qu’autant 
que chacun d’eux se réduit séparément à zéro, l’équation R = o 
entraînera les deux formules 

(43) r sin'(/' sin Z — l) — o, e' , ™ , = r c.os(r sin t — l), 
que l’on pourra réduire à 

(44) rsin/ — t=z±2/ir., e rro *‘—r, 

en désignant par n un nombre entier, et en observant que, pour satis- 
faire à la seconde des formules (43), il est nécessaire de supposer le 
module r différent de zéro, et la quantité cos(rsin/ — l) positive. 

Concevons maintenant que l’on attribue au nombre entier n et par 
suite au module r une très grande valeur. Comme l’expression réelle 

lr 

5 

r 


qui admet un seul maximum correspondant àr = e, décroit indéfini- 
ment à partir de ce maximum, pour des valeurs -croissantes de r, 
celte expression, ou la valeur de cos/ tirée de la seconde des for- 
mules ( 44 )» deviendra sensiblement nulle. Donc l’angle t, compris 
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entre les limites — it, + ir, différera peu de ± et les formules (44) 
donneront à très peu près 


/• rr: 2 /i r H > COS £ 

2 


1 ( 2«7T 4- 


7T 

inr. -t — 
2 


Nous sommes donc conduits à penser que, si l’équation (i) admet 
des racines dont les modules soient très considérables, ces racines 
correspondront à des valeurs de r et de l peu différentes de celles que 
fournissent les équations (45). Or on constatera sans peine l’exis- 
tence des racines dont il s’agit à l’aide du théorème V, en opérant 
comme il suit. 

Supposons, pour fixer les idées, l’angle l positif. Alors, si l'on 
désigne par x et par t les valeurs de r et de / que fournissent les 
équations (45), on aura 

I -i- - ) 

/ uw , n V a ' 


t •— a n TC -I — i 
•À 


On trouvera par suite 


et l’on tirera de l’équation ( 20 ), en prenant r — x , t 


(48) Pi - : 1 - [ a — 2 cos(t siiir — r)] — ) siir 1 M *'-‘ 

ou, ce qui revient au même, 



D’ailleurs, pour de très grandes valeurs du nombre entier 11 , eosr 
acquerra une valeur numérique très petite, ainsi que la différence 
^ — t, et l’on pourra en dire autant, non seulement du produit 
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mais encore des deux expressions 



(5i) 

t: 

t SUIT — 2/i7T = - 
2 


t cos 2 r 

T 

1 sinr’ 

(Sa) 

, t sinr — r , . fi 

-(- - 

r 1 <:os2? \\ 

olli * — ■ à I II I 

2 |_2 

«V* 

1 -h sinr/ J 


Donc la valeur de — > tirée de l’équation (49). sera sensiblement nulle. 

X» 

Faisons maintenant 

(53) — t + u, 


eos t = 1(1 — (’) cos r. 


Soient de plus r n r 2 , t > les valeurs que prennent les variables r et / 
quand on pose successivement 


U 7zz — TT, U 71, 


C 1 ; 


en sorte qu’on ait 

( 54 ) /'|- t — 7T, /\> ~ * -f- 7T 

et 

( 55 ) COS t l zzz 2 COS T, COS i t O, 


ou, ce qui revient au même, 


2 I 

(56) — arc cos — 

TT 

2 fl 7 Î H 

2 




Le module t sera évidemment compris entre les modules r,, r.,, et 
l’angle 7 entre les limites t,, Or, si l’on renferme la valeur de 11 
entre les limites — t:, -+- r., on tirera de la formule (21) : i° en sup- 


posant t — t ,, 


< 5 7 ) 



ü° en supposant / = /, — 


7Ï 
> 

2 



( 58 ) 


2 
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D’autre part, si l’on renferme la valeur de v entre les limites — i, 
-4- i , en attribuant à « l’une des valeurs — tc, + u, la quantité 


r sin t — t : 


t — 


(5g) 


r cos*£ 
i sint 


= (2/1 +:i)7r ^ — t — ( I= î= 


vy 


t COS 2 T 

i -+- sin* 


différera très peu de (2 n q= i)it; par suite, cos(rsin* — t) différera 
très peu de — i, et l’on tirera de la formule (20) 


(60) 

(61) 


R ! >/ ! , 

(?)’>(■*?)' 


Enfin il est clair que, les nombres n et t, étant très considérables, 
toute valeur de propre à vérifier l’une des conditions (57), (58), 
(61), sera ou très grande ou peu différente de l’unité, et par consé- 
quent supérieure à la valeur de ^ tirée de l’équation (49). Donc 
l’équation (48) fournira une valeur de R inférieure à toutes celles 
qui vérifient les formules (57), (58), (61), et l’on pourra conclure 
du théorème V que l’équation (32) admet des racines qui corres- 
pondent à des valeurs de r comprises entre les limites (54) et à des 
valeurs de t comprises entre les limites (56). 

Au reste, pour arriver à la conclusion qui précède, il n’est pas 
nécessaire d’attribuer au nombre n des valeurs très considérables, 
et il suffit même de prendre pour n un nombre entier quelconque 
différent de zéro. Effectivement, si l’on suppose n — 1, on tirera des 
équations (46) et (49) 


(62) 

( 63 ) 


i = — = 7,85398. . ., r = (0,83095. . .)- = i,3o526. . ., 
2 2 

Il . t si n t — t . 6,2734 6 ... 

- — 2 si 11 = 2 sin — 0,00972 ... ; 

t 2 2 ^ 


tandis que les formules (57), (58) donneront, pour des valeurs de u 

OKuvres de C . — S. Il, t. IV. 60 
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renfermées entre les limites — ir, -t- it, 


( 64 ) 

( 65 ) 


î >(?)'*"-(- H ) >(?)*- (-0 


> 0,TI0. 


R 2 ( // — I ) 

- > n ? 1 > I • 

t 5 7T 


2 TT -4- 1 


>0,47 


5 TT 3 TT 

D’ailleurs,.si, en attribuant à r la valeur — — it = — . on fait varier 
l’angle / entre les limites 

TC 71 

(66) t, = arc cos(2 cosr) = (o, 648a ...) -> t,= -, 


la différence 


r sin l — t. 


dont les maxima et minima correspondent à des valeurs nulles de 
rcost — i, croîtra depuis t — t, jusqu’à / = arc cqs ^ — arc coS~> 
et décroîtra ensuite depuis cette dernière valeur de t jusqu’à t = t 2 . 
Donc elle restera comprise entre la plus petite des quantités 

(67) 7 sin<, — t, = (o,g526. . .)tc, rsin/ s — t t = n, 
qui surpassent l’une et l’autre et la quantité 

(68) yV* — 1 — arc cos i = ( 1 , 0339 . . . ) n, 

qui est inférieure à — • Donc cos(rsin/ — t) sera négatif, et la for- 
mule (20) entraînera encore la condition (61), de laquelle on tirera 

R 7T 9. 

— > 1 — I — r > 

» i l> 

c’est-à-dire 

(69) - >o,6. 

t 

De même, si, en attribuant à r la valeur — -t- u = — > on fait varier 

2 2 

l’angle t entre les limites (66), la différence rsin/ — t restera com- 
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prise entre la plus petite des quantités 

(70) r sin£,— ti = (2,6549. • •)«. r sini, — t t = 3 tt, 

« 

5 77 

qui surpassent l’une et l’autre — > et la quantité 


( 7 1 ) 


y /r* — 1 — arc eos = ( 3 ,oi 46 . . .) 7 r, 


qui est inférieure à — • Donc cos(rsin« — /) sera toujours négatif, et 
la formule (20) entraînera la condition (61), de laquelle on tirera 

Il 71 2 

— I “ — 1+ r 

t t O 

OU 


(72) n>i,4. • 

Cela posé, puisque la valeur de R, donnée par la formule (63), reste 
inférieure k toutes celles qui vérifient les conditions (64). (65), 
(69), (72), il est clair que l’équation (32) admettra au moins une 
racine dont le module sera compris*entre les limites 

. 571 Zn 5 TT 77 : 

(73) — 7r — — 4, 7<238 . . . et 7: = = 10,99557 ... . 


D’autre part, si l’on suppose n — 2 ou « > 2, on tirera des for- 
mules (46) et ( 5 o) 

(74) cost ^ o , 18736. . ., tcos s r 7 0,4962. . ., 1 4- sinr" 1,9822. . . 

et, par suite, 

0 5 ) -(^--^0,094..., â7^ni?< 0 ' ,a5 ---; 

puis on conclura des formules (49) et ( 52 ) 

(76) ^ < 2 sin( o,ia 5 . ..)< 2(0,125. . .) < o , 25 o . . . . 


Or, dans la même hypothèse, les formules (57), (58) donneront, pour 
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des valeurs de u renfermées entre les limites — it, -+- tc, 


( 77 ) 

(78) 


R ^ 2 7 C H- 1 

— > 1 >0,707 

t 97: 


De plus, tandis que, dans la formule ( 5 g), on fera varier e entre les 
limites — 1, + r, la somme des quantités 


'• H) 


(.-O s 


t COS 2 t 


sirU 


demeurera inferieure à celle des quantités 


(79) 


TT 
— > 

2 


I -+- 


i\ , tcos 2 r . „ 

. U ~ < (0,80 

)J 1 + ^ 1 — 4 cos 2 t 


. 5 ,..)- 


et par conséquent au nombre Donc, la différence entre l’expres- 
sion rsin* — t et le produit (271 rp i)it sera comprise entre les 

limites — n — — et, comme on aura par suite 

cos(r sin£ — t) < o. 


la formule (20) entraînera encore la condition (61), de laquelle on 
tirera 

, n , R 2 

(80) ->i— ->0,777 

y 

Enfin, puisque la valeur de t, tirée de la formule (76), reste infé- 
rieure à toutes celles qui vérifient les conditions (77), (78). (Ho), 
nous pourrons affirmer que l'équation ( 32 ) admet au moins une 
racine de la forme 

x = r(cos£ 4- \J — • 1 sin<)> 
le module r étant compris entre les limites 

(81) (2/1 — 1 ) TT — V— (2/i -h I ) 7T -+- 
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et l’angle t entre les limites 



Lorsque la fonction f(x ) se présente sous forme réelle, l’équa- 
tion (26) de la Leçon précédente entraîne généralement la for- 
mule (94) de la même Leçon. Donc alors, si l’on pose 

( 83 ) f[r{ cos/ -l- y/— 1 sin /)] = R (cos T -t- \J— 1 sinT), 

R désignant une quantité positive et T un arc réel, on en conclura 

( 84 ) /[r(cos/ — y^— 1 sin /)] — R (cos T — y/— - 1 sin T). 

Cela posé, comme les deux expressions ( 83 ), (84) s’évanouissent tou- 
jours simultanément quand le module R devient nul, et ne peuvent 
s’évanouir dans le cas contraire, il est clair que, dans l’hypothèse 
dont il s’agit, l’équation (1) ne pourra offrir une racine imaginaire 
de la forme 

x — r(cos/ + y/ — 1 sin / ), 

sans offrir en même temps une racine imaginaire, conjuguée à la pre- 
mière, et de la forme 

x — r(cos/ — yCH 1 sin/). 

Il est bon toutefois d’observer que ces deux racines imaginaires de 
l’équation (1) se réduiraient à une seule racine réelle, positive ou 
négative, si l’on avait t = o ou / = ± ~. 

De ce qu’on vient de dire, il résulte que, si la fonction /( x ) se 
présente sous forme réelle, les racines imaginaires de l’équation (1), 
combinées deux à deux, seront conjuguées entre elles, c’est-à-dire de 
la forme 

( 85 ) x — /'(cos / -t- y/ — 1 sin /), x = a-(cos / — y/— 1 sin/), 

et offriront le même module r. C’est ce qui arrive en particulier lors- 
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qu’on prend pour f(x) une fonction entière ou l’une des fonctions 
transcendantes 

(86) e x — x, x — e~ x , e~ x -hx 2 , x 2 —e~ x , .... 

Si, pour fixer les idées, on pose. 

f(x) = e x —x, 

l’équation (i), réduite à la formule (32), n’admettra évidemment que 
des racines imaginaires. En effet, x étant réel, la différence 

e* — x 

ne pourrait s’évanouir que pour des valeurs positives de x, et pour 
de semblables valeurs on a évidemment 

X 2 

^<e x <i + H h . . . . 

1 . 2 

D’ailleurs on a prouvé ci-dessus que, la lettre n désignant un nombre 
entier quelconque, l’équation (32) admet toujours une racine imagi- 
naire de la forme 

x — r(cost 4- \/— j sin<), 

le module r étant compris entre les limites (8i), et l’angle i entre les 
limites (82). Donc cette équation admettra encore une autre racine 
de la même forme, et dans laquelle le module r restera compris entre 
les limites (81), l’angle t étant renfermé entre les suivantes : 



2 nr. 4 — 
2 


Lorsque les conditions énoncées dans l’un des théorèmes I, III ou 
IV etV se trouvent remplies, il devient facile de résoudre par approxi- 
mation l’équation ( 1 ). Pour y parvenir, on considérera zéro ou l’ex- 
. pression imaginaire 


x(cost 4- y/— 1 sinr) 
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comme une première valeur approchée de l’une des racines de l’équa- 
tion (i); puis on supposera, dans la formule (91) ou (92) de la trei- 
zième Leçon, x égal à zéro ou au produit 

t(cosr h- y/— 1 sint), 

et le nombre p assez petit pour que le module de /(x -+- Ax) devienne 
inférieur au module R de f(x). Cela posé, l’expression imaginaire 

x -+- àx 

pourra être regardée comme une seconde valeur approchée de la 
racine que l’on cherche. Or l’opération par laquelle on aura déduit 
cette seconde valeur de la première, étant plusieurs fois répétée, 
fournira une troisième, une quatrième, ... valeur approchée. Soient 
maintenant 

(88) x u x it x 3 , ... 

les première, seconde, troisième, . . . valeurs approchées de la racine 
dont il s’agit. Tandis que les modules des expressions 

(89) /(■*!), /( X 3 ), ... 

deviendront de plus en plus petits, les termes de la série (88) con- 
vergeront vers une certaine limite qui sera nécessairement une valeur 
finie de x propre à vérifier l’équation (1). 

Il est bon de rappeler que, dans les formules (91) et (92) de la 
Leçon précédente, T, T,, .... T„ désignent des angles réels qui sont 
déterminés, avec les modules R, R,, .... R„, par les équations 

f(x ) — R (cosT -+- y/— 1 sinT ), 

/'(x) — R|(cosT, -t- y/ — 1 sinT, ), 

y 

f w {x) — R„(cosT„ -+- y^-^ï sinT„). 

Si la première valeur approchée de x est telle, que la quantité R 
soit très petite et la quantité R, sensiblement différente de zéro. 
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alors, pour rendre le module de f(x + Ax) inférieur au module 
de f(x), il suffira ordinairement de poser p — dans la for- 
mule (91) de la treizième Leçon ou, en d’autres termes, il suffira 
de prendre 

/ 0 .v . R(cosT-hy/^ 7 sinT) _ /(x) 

(9 ’ R, (cos T -1- y/— ~ï sin.T,) — /'(*)’ 

Effectivement, soient 

(2) x — r(cost y/— 1 sin* ) 

la première valeur approchée de x; 

(92) Ax — p( cosu -+- v/— 1 sinu) 

un accroissement arbitraire attribué à cette première valeur, etd>(p), 
X(p) les fonctions réelles du module p qui vérifient l’équation 

( 93 ) /[K cos t H- y/ — i siru) - 4 - p(cosu *4-^—1 sinu)] == <I>(p) 4- \/-“ 1 X(p), 

dans le cas où l’on considère ce module comme seul variable. On 
tirera de la formule (39) de la treizième Leçon, en faisant n = 1, et 
désignant par 0<, 0 2 des nombres inférieurs à l’unité, 

/[r(cos£ 4 - \/~— i sin l) 4 - p(cosu 4- v/-~ 1 sinu)| 

— /[^(cos* — 1 sin z)] 

4- p(cosu -4- y/— 1 si nu) /'[r(cos£ 4- y/-— 1 sin *)] 

+ ^p 44 »"(O 1 p) + v C ^X"(0 î p)], 

ou, ce qui revient au même, 

f(x + Ax) 

= R(cosT + y/— 1 sinT) 4 - pR, [cos(u h- T,) -h y /^7 sin(u -+- T,)j 

+ %»[$"( e i p) + V /=lX"(0 î p)]; 

l 

puis, en supposant 

(96) P = ^> u — 7: -+- T — T, 
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et, par conséquent, 

Ax — p (cos u + \/'— i sinu) 
on trouvera 


R(cosT - 4 - y/— i sinT) 
H i Ç cos T, -4- \/ — i sinT,) 


(97) 


| /(.r + A.r) = I p 2 f *»( 0, p ) h- V - i X"( 0,p ) j 



/(■*> 

?V)’ 


De plus,* en (lifl'éren liant deux fois par rapport à p la formule (f) 3 ), et 
posant ensuite p = o, on en conclura 


( 9 «) 


| <b"(p) -H y/— ‘ X'(p) 

( — (cosj 4- y/— 1 sin j) 2 /"(/•(<*os£ 4- y/— 1 sin / ) 4- p(eos j -h y/-- 1 situ 


(‘I 


(99) 


j *'(o) 4- y/— 1 X"(o) ~ (cosj 4- y/ - 1 sinu ) 2 / v/ [ /•( cos ^ 4- y/— 1 sin / ) J 
! = K 2 [ ros ( 2 j 4- T 2 ) 4- y/-— 1 sin ( 2 j 4- T 2 )] . 


D’ailleurs, le rapport étant très petit en vertu de l’hypothèse ad- 
mise, le dernier membre de la formule (97) différera généralement 
très peu du produit 


L R2 

5 Kî 


[®'(o)+v / — I X"(0)]~ [cos( 20 + Tî) + v — 1 si»(av + T,)|. 


«î 


Donc le module de /(.r -+- àx) différera généralement très peu de la 
quantité 


(100) 


i_ ruRj _ r 2 r 

a R* a R* 


qui sera elle-même très petite par rapport à R, du moins lorsque le 
module R 2 conservera une valeur finie. 

Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, con- 
cevons que, l’équation (i) étant réduite à la formule ( 32 ), on veuille 
déterminer, parmi les racines de cette équation l’une de celles qui 

Ohuvrci de C, — S. Il, t. IV, 6 l 
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offrent un module inférieur au nombre 4 » 455 ... (voiries pages 467 
et 478). Alors on aura 

(101) f{.x) — e x —x, f'(x)—e x — i, f"(x) =/"(•*■•) = • • • = e x > 

et-, en prenant zéro pour la première valeur approchée de la racine 
cherchée, on trouvera 

(102) /( 0 ) = I, f'(o) — o, /"( o) = i. 

Par suite les formules (90) donneront, pour une valeur nulle de x, 

( io3) R = 1, IV-o, R 2 ~ 1 , T = T2 — 1 ; 

puis, en réduisant, dans la formule (92) de la- Leçon précédente, 
n à 2, et 2 m + 1 à 1 ou à 3 , 011 en tirera successivement 

(io4) A.r = pv/— -i, A.r = — p i. 

En conséquence, la seconde valeur approchée de la racine cherchée 
sera 


(io5) .v -t- Aj- — p v / — 1 ou x -f- A./-- — — p \f— 1 , 

p étant assez petit pour que le module de l’expression 



• i f(x-*r A.r ) cos p — (p — sinp)y/ 

(106) 

< ou 

( f(æ 4- A.r ) (*os p 4- ( p — si n p ) sJ - 

•savoir 

(*07) 

(i — 2p sinp -f- p 2 ) 2 , 


devienne inférieur au module de /(x), c’est-à-dire à l’unité. Or cette 
condition sera évidemment remplie, si l’on prend p<|> attendu que, 
dans ce eas, on aura toujours sinp> Supposons, pour fixer les 
idées, p = ~- Alors le module (107) se trouvera réduit à. 


(108) 


2 


1 = 0,5707. . . , 
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et la première des formules (io5) à 

(J09) X + Èa =^\ J - l =( l , 

Si maintenant on prend 

(no) x = r(cos< + \J— 1 si n r) = 1, 

on trouvera 
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;/-■ * 


(ni) 


(11a) 


\ J\x) =< 

/'(Jf) = «* -1 


-rW-. 


• 1 + y(— 1, 


7 T , 71 

r = -> 

, 2 2 


7 T 11 . /~‘ rp 71 rp 3 TT 


(i,3) R = £-i, Ri-v'a, T ~ — 
et les formules (91), (96) donneront 


T’ 


("4) 


Aar 


= p(eos-j + v/— 1 sinu) = (1 — 44 

4 


(ii 8 ) 


( 1 1 5 ) p — “ o, 4 o 36 . . . , v — — y rz— 0 , 7 - 583 . . . , 

2 y 2 * 

de sorte qu’on aura 

, A 7 T — 2 TC 42 , , 

( 1 1 6 ) æ 4 A-x* — — ^ ■+ — -jj — ■ 1 zro, 28539 • • • + ( 1 , 28539 . . . ) y — 1 . 

D’ailleurs, en posant f"(x) = on tirera de l’équation (98} 
j *'(?) + l^X f (p) 

1 j =:;C i , co>/+pf ( »u[ C o S ( r sinf -hpsinu 4- 2 y) 4 \J— 1 sin(/*sinJ 4 p si nu -h au)j. 

Par suite, la formule (97) donnera 

| f( æ + Ad?) 

I zi i pV c 08 / [e 9 iP c 08 U cos(r sin/ 4 0 |p sinu 4 au) -+- e°aP ccs ’ J sin (/* sin / 4 9 2 p sinu 4 au) \J—i |; 
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et, comme, en vertu de cette dernière, le module de f(x -+- Ax) sera 
évidemment, pour des valeurs positives de coso, inférieur au produit 

( f | q) p2^/‘cOs/-t-p cos'J^ 

on peut affirmer qu’à la valeur de x -+- Ax fournie par l’équation (i 16) 
correspondra un module de /(x 4 - Ax) inférieur à la quantité 

TC TC 7t P 

cos - -t- P cos — 

(120) p 2 (' 2 4 — p*e^ 2 ~ 0,2167. • • 

et, par conséquent, au module 

R = -i=ro f 5 7 o 7 .... 

C’est, au reste, ce dont il est facile de s’assurer directement. Car, en 
posant # 

r - 4 - Aa* “ o , 2853g . . . -h ( i , 2853g . . . ) \ /— i , 

on trouvera 

( ï 2 1 ) /( ,r 4- ± r ) — (> x +^ r — ( ,r -f- A / ) — o , 0890 . . . — ( o , 0089 . . . ) \ / — 1 

et, par suite, 

( 1 22 ) H 4- AH --- [( o , 0890 . . . Y ( o , 0089 . . . ) 2 ] 2 — o , 089 1 . . . . 

Donc on pourra prendre l’expression imaginaire 
<> , 2853 g ••• + !> 2853 g . . . \/ -- I 

pour la troisième valeur approchée de la racine qu’il s’agissait d’ob- 
tenir. Enfin, si l’on se sert de l’équation (91) pour déduire une qua- 
trième valeur approchée de la troisième, puis une cinquième de la 
quatrième, etc., et si l’on désigne par x lf x 2f x S9 x r> , ... ces 
diverses valeurs approchées, en y comprenant celles que nous avons 
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déjà calculées, on aura 


X, — O. 


•**= ('>5707... )\/— 1, 

fi-r-ï) 


( 123 ) 


,r 3 -rz j7 2 — =0,2853. 

o, 3 1 85 . 
o, 3 i 8 i . 


X’. = *a 


,r 5 m 


/'{*!) 

_ /( ) 
3 /w 

/(#*) 


/W 


(i, 2853 . . . )v 7 — i, 

(i, 3388 ...) V =, 
(1,3372 . . . ) y 7 — 1 , 
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tandis que les modules des expressions imaginaires 

/(*,).•/(* .). /(*.), /(-n), /(■*.), ... 

formeront la série décroissante 

(124) 1, 0,5707..., 0,0891..., 0 , 0023 ..., 0,0000 ; 

et, comme les valeurs de <r>, x\. ne différeront pas Tune de l'autre 
quand oit se contentera de pousser l’approximation jusqu’aux déci- 
males du quatrième ordre, nous sommes conduits à penser que la 
formule 


( 1 a 5 ) æ r- o , 3 1 8 1 -4- ( 1 , 3372 ) y - 1 

offrira la racine cherchée de l’équation (32) avec une exactitude qui 
s’étendra dans chaque terme jusqu’il la quatrième décimale. Au reste, 
pour lever toute incertitude à cet égard, il suflira de recourir au théo- 
rème VI et de suivre la méthode que nous allons indiquer. 

Si, dans là fonction f(oc) — e x — .r, on pose 

(38 ) r = p (J 1 

et 

(126) 


p “ o , 3 1 8 1 4- a, 


7 = 1,3372 --t- ( 3 . 
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on trouvera 

| /(*) =f(p + <1 V' 17 ') 

(127) < = (0,3181695. . . + 1,3371818. . . y/— l)e*(cosp + y/~"ï sin ( 3 ) 

( — [o ,3 i 8 x + a + (1,3372 •+• ( 3 )^— 1]. 

.Faisons d’ailleurs 

(128) a + P\/-ir p (cos j 4- \j— 1 sinu), 

p désignant le module de /(#), et soient fy, ô a deux nombres infé- 
rieurs à l’unité. En remplaçant, dans l’équation (12) de la huitième 
Leçon, x par p, f(x) par £ pcosv cos(psinu) ou par eP CP8U sin(p sinu), 
et 0 par 0 , ou par 0 2 , on en tirera 

I e % cos (3 ~ e? COH ' J cos(p sinu) 

I r p(oo*^ v /-ùin U ) +e p(co8U- > /-îsi«u)l 

~ 2 L J 

= i 4 -p cosu 4- P_e°.P r08U cos (2 u 4- 01 p sinu), 

; 

^ e % sin [3 = cP cosU sin (p sin u ) 

* |y (co«V + /*^Kinv) . ^p(cosU ~ /- 1 »inu) j 

2 V 7 - 1 ’ J 

p 2 

= p sinu + v ~- AP n09 ' J sin(2u 4- 0 2 p sinu) 
ou, ce qui revient au même, 

( e ï cos (3 — 1 + a + - (a 2 -t- p 2 )e 6 i® cos(2u + 0 , | 3 ), 


(129) 


(i3o) 


/ 

e*sin (3 ={ 3 + -(a 2 +(3 s )A a siii(2u + 9 ! ( 3 ). 


Donc, en posant, pour abréger, 


(i3i) 


( o,oooo 6 g 5 . . . — o, 68 i 83 o 4 . • % — 1 ,3371818. . .(3 ~ “.<4 
( — 0,0000181 ... 4- i ,3371818. . .a — o, 68 i 83 o 4 . . .(3 = ilî>, 


( 132 ) 


j ~~~ 2 ~ • ’ e0 ' a cos(2u 4- 0 i ( 3 ) — i ,3371818. . .eM sin(2u 4- 0 2 ( 3 )] 

< 

I [1 , 33^818. . .e°« a cos (2 u 4- 0 , j3)4-o,3i8i695. . .c®*» sin (au 4- 0 2 ( 3 )] 
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on pourra réduire la formule (127) à 

( 1 33 ) f(p 4- q y/— 1 ) = X 4 - y 4- ( it!» 4- ô ) y/— 1 . 

Soient maintenant 

R, ç 

les modules des expressions imaginaires 

f(p + W~ •). «*• + ■>•*» s/— 1 > 7 + <3 y/— 1 ; 

en sorte qu’on ait, non seulement 

(•34) /(#)= f(.P + ^y/— 1 ) — U(cosT 4- y/— 1 sinï), 

mais encore 

( X 4- il!) y/— 1 — <:ft(cosS 4 - y/— 1 sinS), 

(•35) 

! y -T- 0 y/— i — ç (cos(o -4- y/— i siriw), 

Ç" et eu désignant des arcs réels. L’équation ( 1 33 ) donnera 
( ■ 36 ) RcosT = AcosG + s cosw, R sinT = A sinf 4 - ç si ri f.» ; 

<‘t le carré du module R, déterminé par la formule 

(137) R’—- .‘H s 4 - lAç COS(E — 0)) 4 - ç 2 , 

restera évidemment compris entre les limites 
( 1 38 ) (A — ç)-, (^ + «) 2 . 

Donc le module R sera lui-même compris entre les limites 

(i3ç)) <il — ç. A + {, 

si l’on aç<i, et entre les limites 

04 o) s — a, s 4- tH, 

si l’on a ç > &; d’où il est aisé de conclure que la différence 

( 1 4 1 ) R — A 

offrira, dans tous les cas, une valeur numérique inférieure à D’autre 
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part, si l’on attribue aux quantités a, (S des valeurs positives qui ne 
surpassent pas 0,0001, les valeurs correspondantes de y, S, tirées 
des formules (x32), resteront comprises entre les limites 

— 0,00000002, O, 00000002, 

et par conséquent le module 

(.42) ç = (y*+ 9 *)î 

restera inférieur à 

( o , 00000002 ) y/a < o , ooooooo3. 

Donc alors le module R ne pourra différer du module & que par le 
huitième chiffre décimal. Or le module 

(.43) A 

s’évanouira si l’on prend 

( o , 0000690 . . . — 0,681 83o4 ... a — i , 337 1 8 1 8 . . . (3 — X - <>, 

(.44) 1 

( — o , 0000 1 8 1 ... h . , 337 1 8 . 8 . . . a — o , 68 . 83o4 ... (3 — il!> — o 
ou, ce qui revient au même, 

(>45) a — 0,0000317. . ., (3 = o, 0000357 ... . 

Mais, si l’on attribue à la variable a l’une des valeurs 

(>46) a = o, 

(147) OC -Z 0 , 0001 , 

en supposant fl compris entre les limites 

('48) (3 — o, 

(.49) (3 = o,oooi, 

ou à la variable fl une des valeurs (i/j8), (149), en supposant a corn- 
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pris entre les limites (i46), (147). le module réduit à l’une des 
formes 

(i5o) A — [(0,0000695. . 1 ,3371818. . .(3) 5 + (0,0000181 . . .+ o,68i83o4. . .(3 ) ! ] ! , 
(i 5 j) A = [(0,0000014. . . — 1 ,3371818. . .(3) 2 -f- (0,0001 1 56 ... — o,68i83o4. . .(3) 2 ] 2 , 
(i5s ) A rzz [(0,0000695. . .— o,68i83o4. . .a) 2 4 - (0,0000181 . . . — 1 ,3371818. . .a) 2 ] 2 , 
(1 53 ) A — [(0,0000642. . . -h o,68i83o4. . .a) 2 -f- (0,0000862. . . — 1 ,3371818. . .a) 2 ] 2 , 

surpassera évidemment l’une des quantités 

( 1 54 ) 0,0000181, 

( 1 55 ) 0,0001 1 56 — (o,68i83o4) (0,0001) = 0,0000475. . 

( 1 56 ) 0,0000695 (o,68i83o4} (0,0001) = 0,000001 4- . 

(107) o, 0000641 ... . 

Donc, par suite, le module R restera inférieur au nombre o,ooooooo3, 
si l’on prend 

( p — o, 3 181 -1- o,oooo 32 i =:o, 3 i 8 i 32 i . . 

( 1 58 ) \ 

( g = 1 ,3372 -4- o , oooo356 = 1 ,3372356. . . ; 

mais il deviendra supérieur au nombre 0,0000014.. . • si l’on fait 
varier la quantité p entre les limites 

( 1 59 ) />, = o,3i8r, P2 — o,3i8i-ho, 000 1 - - o , 3 1 82 , 

en attribuant à q l’une des valeurs 

(160) —1,3372, <72—1,3372-4-0,0001 = 1,3373, 

ou la quantité q entre les limites q i9 q., en attribuant à p l’une des 
valeurs /?,, p 2 . Donc, en vertu du théorème VI, et attendu que le 
nombre 0,0000014... surpasse le nombre o , ooooooo3 . . . , l’équa- 
tion (32) admettra une racine imaginaire 

JC q — I , 

dans laquelle la valeur de/? sera renfermée entre les limites o,3i8i, 
o,3i 82, et la valeur de q entre les limites 1,3372, 1,3373. Cette 

62 


OEuvresâe C. — ■ S. Il, t. IV. 
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racine sera donc fournie par l’équation (i 25 ) avec une exactitude 
qui s’étendra, dans chaque terme du second membre, jusqu’à la 
cinquième décimale. Il y a plus : les valeurs de a, ( 3 , correspon- 
dantes à la racine dont il s’agit, seront inférieures au nombre 0,0001 
et propres à vérifier l’équation R = o ou, ce qui revient au même, les 
deux formules 

( 1 6 1 ) eiU -f- y zzz o, ilï> ô — o. 

Or, si l’on substitue, dans ces dernières, les valeurs de «A», tirées 
des équations ( 1 3 1), on en conclura 

| a r_z o , oooo 3 1 7 . . .h- (o,3o2. . . )y — * (0,593. . .)o, 

(162) j 

( (3 ” 0,0000307. . .H- (0,593. . ,)5 -+- (o,3o2. .. )y m 
Donc, puisque y et S resteront compris entre les limites 
— 0,00000002, +0,00000002, 

les valeurs de a, [ 3 , fournies par les équations (1/40). seront exactes 
jusqu’à la septième décimale, et l’on pourra en dire autant de la 
racine x déterminée par l’équation 

( 1 63 ) x o , 3 1 8 1 3 1 7 . . . -t- ( i , 3372337 . . . ) \f— 1 . 

Si, dans les calculs ci-dessus développés, on substituait la seconde 
des équations (io 5 ) à la première, alors à la place de la formule (( 63 ) 
on obtiendrait la suivante 

( i6( ) x — o,3i8i3i7. . . — (1,3372357. . .) \ — 1 , 

qui offre une seconde racine imaginaire de l’équation ( 3 a). Cette 
seconde racine et celle que détermine la formule (i 63 ), étant con- 
juguées l’une à l’autre, correspondent à un seul module renfermé 
entre les limites o et 4 . 4^5 

Ce qui précède suffit pour montrer comment, à l’aide d’approxi- 
mations successives, on peut déterminer aussi exactement qu’on le 
voudra les racines réelles ou imaginaires d’une équation algébrique 
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ou transcendante, et même comment on peut calculer les limites des 
erreurs commises. La .méthode de résolution que nous avons pré- 
sentée est celle qui a été donnée par M. Legendre dans la seconde 
édition de la Théorie des nombres, et qui lui a paru devoir s’appliquer 
à toutes sortes d’équations algébriques ou transcendantes; mais il 
est clair qu’elle cesserait d’être applicable si la fonction J(x) ne 
remplissait pas les conditions énoncées dans l’un des théorèmes I, 
III, IV, V, VI. Oi} n’en sera pas surpris si l’on observe qu’on peut 
attribuer à f(x) une forme telle, que l’équation (i) n’admette point 
de racines finies soit réelles, soit imaginaires. C’est ce qui arrivera 
en particulier si l’on suppose 

/(*)=**, f(x) = e-V=î, /(*) = e*\ 

Dans des cas semblables, on peut bien encore assigner à la variable x 
une suite de valeurs 

( 88 ) .r t , x 3 , ... 

tellement choisies que les valeurs correspondantes du module de 
f(çc) soient de plus en plus petites; mais les modules des différents 
termes de la série (88), au lieu de converger vers une limite finie, 
croissent au delà de toute limite. (Voir, au reste, sur la résolution 
des équations numériques, l’Ouvrage cité de M. Legendre et un 
Mémoire de M. Fourier, imprimé dans le Tome Vil des Mémoires de 
T Académie, des Sciences .) 

Nous avons déjà remarqué que, dans le cas où /(x) désigne une 
fonction entière du degré n, semblable à celle que détermine la for- 
mule (4), cette fonction est décomposable en autant de facteurs du 
premier degré qu’il y a d’unités dans le nombre n. Si, de plus, la 
fonction f(x) se présente sous forme réelle ou, en d’autres termes, 
si les constantes .... a„ comprises dans le second membre de 

la formule (4) sont toutes réelles, l’équation (î) n’admettra que des 
racines réelles ou des racines imaginaires conjuguées deux à deux. 
Alors à chaque racine réelle correspondra un facteur réel du premier 
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degré, tandis que, à deux racines imaginaires conjuguées et de la 
forme 

/•(cos/ -h- v/ — 1 sin/), /*(cos/ — \/— i sin/), 

correspondront deux facteurs imaginaires 

x — r cos t — r sin t \/ — i , x r cos / -h r sin t sJ— i , 

qui seront encore conjugués l’un à l'autre et donneront pour produit 
un facteur réel du second degré, savoir 

(x — /• cos O 2 -+- r 2 sin 2 / — .r 2 — 2 r cos / -h r 2 . 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Toute fonction réelle et entière de la variable x est dècomposable en 
facteurs réels du premier ou du second degré . [ Voir , pour de plus 
amples développements, le Chapitre N de V Analyse algébrique ( , ).| 


( l ) OE uvres de Cauchy , S. II, T. III. 
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QUINZIÈME LEÇON. 

DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION DE X, QUI DEVIENT INFINIE POUR X~a , SUIVANT 
LES PUISSANCES ASCENDANTES DE X — a. DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATION- 
NELLES. 


Soient 

(0 x — r(cosi 4- y/— i sin /) 

une variable réelle ou imaginaire dont r désigne le module ou la 
valeur numérique, a une valeur particulière de cette variable et 
f(x) une fonction qui devienne infinie pour x — a. La valeur a 
de x sera une racine de l’équation 

<*> JW) ~ 0 ' 

et l’on dira que cette équation admet h racines égales à a, h étant un 
nombre entier quelconque, si le produit 

( 3 ) (x — a) h f{x) 

s 

acquiert, pour x — a, une valeur finie différente de zéro. Alors, pour 
développer immédiatement la fonction /(x) suivant les puissances 
ascendantes de x — a, on ne pourra plus se servir de l’équation (4o) 
(page 44^), dont le second membre, comprenant des termes infinis, 
se présentera généralement sous une forme indéterminée; mais cette 
éqùation pourra encore être appliquée au développement de l’expres- 
sion (3) considérée comme fonction de la variable x. D’ailleurs, si, 
en nommant p le module de x — a, et ?(p), X.(p) ( l£ ux fonctions 
réelles de ce module, on pose 

x — ci — p(cosv -+- y f— i sinv), 

(x — a) h f(x) — j(x), 

J [a p(cosu -+• y/— i sinu)] = 9(0) -+- y/— 1 x(?)> 


(4) 

(5) 

(6) 
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on tirera de l’équation citée 


$(x ) — #(«) 


(7) 


X — dj,, \ (X — d ) 1 v 
S\a) 4 - 1 3" (a) 

I ' 1.2 

(a? — a)' , ~ î 




î . 2 . 3 . . . ( n — i ) 

(x — a) n (p (n) ( 0 i p) -h i y} n) (Qtp) 
,1.2.3.../* (cosu -h \/ — i sinu) w 


0,, 0 2 désignant deux nombres inférieurs à l’unité. Si maintenant on 
divise par (x — a) h les deux membres de la formule ( 7 ), on en con- 
clura 


( 8 ) 


J /(*’) = 


Ha) 

{x — a) A 


/ 




_i_ 1 v (a ) _ 

2 (a: — a )* - " 1 ~ l_ 1.2 (x — a)* - ’"* - "’’ 

1 » (a) 

1.2 . 3 . . . (h — 1 ) x - - a 

,?<*'(«) f(/i-t-i)( a ) 

o 7 h 0 m \ ( x ^ ) 

1.2.3.. ./* I . 2 . 3 .../*(/* -h I ) 


— -, - a I—(x-a)«- 

. 2 . 6 . . . ( n — 1 ) 


h - 1 


9 (,l) (Q,p) + v^— - 1 X (n, ( P] ( r 


(cosu + y/^— 1 sinu)" 


1 . 2 . 3 . 


A l’aidç de cette dernière formule, on pourra développer encore /(x) 
suivant les puissances entières et ascendantes de x — a. Seulement, 
les h premiers termes du développement, dont la somme, que j’ap- 
pellerai ^(.r), sera 


'H-*’)- 


3 (a) 


. y (a) 


r (a) 


(9) 


’ (x — a) h 2 (x — a) u ~ 1 1.2 (x — a ) , ‘~ 1 

1 

1.2.3 ...(/* — 1 ) x — a 

. . . . (x — a)- ,l + x j,. . (x — a)- h ^^. f . 

-(x — a)~ /t r}(a)-h 3 f (a) 4 - S /f («)4-. . . 


1 .2 


(# — a)- 1 

1.2.3. ..(/< — i) 




renfermeront, des puissances négatives de x — a. D’autre part, si. 
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dans l’équation (8), on prend n — h, elle donnera simplement 


/(*) = 




r(a) 


*’(<*) 


(10) 


ou 




(x — a) /l 2 ( x —a) u - x ^ 1.2 (x — a ) 11 - 1 * 

1 $ {U ~ x) (a) 

1.2.3. ..(A — 1 ) ,r — a 

» p) - h v/~~ 1 x (A, (®*p) 


.2 


3... A (cosvm-v/— 1 siny) A 


et par conséquent, si l’on pose 

( 12 ) f(x) — ty(x)=m{x) 
ou, ce qui revient au même, 

(13) f{x) — ^{x) -+-m(x), 
on aura 

ffl (/,) (0 , p ) -+- y/ — * yJ h) (Qtp) 


(>4) 


Gl(x) = 


1.2.3 ... h 


(cos /iu — 1 si nu). 


Il est important d’observer que la fonction v(x), déterminée par 
l’équation (14), acquerra, pour x — a, la valeur suivante 


(. 5 ) 


TS{x) : 


ffl (/t, (o) -\-\J — 1 y< n Uo) Sf (h] (a) 


.2.3 ...Il 


1.2.3.../? 


qui sera, en général, une valeur finie. C’est ce qui arrivera, en parti- 
culier, si l’on suppose 


( 16 ) 


/(•*•) = 


f(x) 

F W)' 


f(;r) et F(.r) désignant deux fonctions entières de la variable x, c’est- 
à-dire si la fonction f(x) devient une fraction rationnelle. Alors, en 
représentant par a, b, c, ... les racines distinctes de l’équation 


('7) 


F ( x ) — o, 
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par h le nombre des racines égales à a , par k le nombre des racines 
égales k b, par / le nombre des racines égales à c, .... et par x un 
coefficient conçtant, on trouvera 

( 18 ) F {x)=X,{x-a)''(x-b) k (x-cy... 

et, par suite, 

j $(*)={*-«)*/{*) = flr-r^rr: 

('9) i 


Or, en différentiant h fois par rapport à # le dernier membre de la 
formule (19), on en déduira évidemment une valeur de § {h) (x) qui 
ne deviendra pas infinie pour x — a. D’autre part, si l’on fait, pour 


abréger. 

!*(.) = A. *<*>=*„ 

— — — J\ 2 , 

(20) 

< - 

I #«*-'>(«) . 

1 1.2.3. ..(A-1) 

i|/(x) -- U, 


les formules (9) et (i3) donneront 


( 2 .) 


U = 


(«* • 


a)“ + ( x 


A, 


A s 


a) h ~ 


(x — a y' 


A /,-1 
x — a 


(22) 


f(æ) 

F(x) 


— U -e ra(x). 


Donc, a désignant une des racines de l’équation (17), et h le nombre 
des racines égales à a, la fraction rationnelle pourra être décom- 
posée en deux parties, dont l’une U, déterminée par la formule (21), 
sera la somme de plusieurs fractions qui offriront des numérateurs 
constants, et qui auront pour dénominateurs les puissances de x — a 
d’un degré inférieur à A, tandis que l’autre partie 


(23) 


U 
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conservera une valeur finie pour toutes les valeurs finies de la 
variable x. 

Soient maintenant, dans la fraction ( 16 ), rn le degré du numéra- 
teur f(.r), et n le degré du dénominateur F(ir). Soient -de plus Y, 
W, ... des fonctions rationnelles de x, semblables à U, savoir celles 
dans lesquelles se transforme la fonction déterminée par les 

équations (5) et ( 9 ), quand on substitue à la racine a l’une des 
racines b, c, . .., et au nombre entier h l’un des nombres t, k, — 
Les fonctions U, V, W, . . . , déterminées par des équations de la forme 



u =( 

æ — a ) /l 

- 4 - 

( j? — a ) /l ~ l 

. 

’ ’ 1 .v — a 



B 

-\~ 

B, 

4-. , 


(24) t 

v -( 

./• — b) k 

(x - l /)*-• 

’ * + æ _ 1 , 


W — - 

C 

-h 

c, 

_1_ 



~ ( 
i s 

7/’ - cÿ 

- cÿ- 1 

1 • « 

.r — c 


ne pourront devenir infinies pour des valeurs finies de x qu’autanl 
que l’on supposera, dans la fonction U, x = a ; dans la fonction Y, 
x — b; dans la fonction W, x — c, ... ; et, comme les différences 


(25) 


f (;il _ 11 . f Çfi 

F(.e) ’ F(x) 


R*) 

l-V) 



acquerront, au contraire, des valeurs finies, la première pour x = a, 
la seconde pour x — b, la troisième pour x — c, . . . , il est clair que, 
si l’on fait 

( 26 ) F^- lJ -V-W --... = Q, 


la fonction Q ne deviendra jamais infinie pour aucune valeur finie 
de æ. D’ailleurs, en réduisant au meme dénominateur les fractions 
comprises dans les seconds membres des équations ( 24 ), on par- 
viendra sans peine à transformer la somme U+V + W + ... en une 
nouvelle fraction qui aura pour dénominateur le produit 

(27) (.r — a) n (. r — b) k (.r — c) f . . . ; 
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et, en multipliant par la constante x les deux termes de cette nou- 
velle fraction, on trouvera 

(28) U + V + W-+-. . p— T* 

. F(.r) 


R désignant une fonction entière de x d’un degré inférieur à n. Cela 
posé, la fonction Q, déterminée par la formule (26), se présentera 
sous la forme rationnelle 


(29) 


Q 


f(x) — R 
F(x) ’ 


et, puisqu’elle devra rester finie pour toutes les valeurs finies de la 
variable x, il faudra nécessairement qu’elle se réduise à une fonction 
entière de cette variable. Enfin, comme on tire de l’équation (29) 

(3o) f(jr) = QF(.r) + R, 


les deux fonctions entières Q et R, dont la seconde est d’un degré 
inférieur à celui de F(.r), représenteront évidemment le quotient et 
le reste de la division de f(^) par F(;r). Donc la fraction rationnelle 
qui aura ce reste pour numérateur et pour dénominateur F(.r) sera, 
en vertu de la formule (28), équivalente à la somme des fractions 
comprises dans les seconds membres des équations (24). 

Dans le cas où le degré m de f(.r ) est inférieur au degré n de F(a*), 
le quotient Q s’évanouit, et l’on a par suite 

r(*) = R. 

Alors on conclut des équations (24) et (28) 

A _Aj A/,_ 1 

(x — a ) h (x — a ) h ~' ' ' ’ x — a 

» | ». + 

( x — b) k ( x — b Y' ~ 1 x — b 

,Ç_ , _C, c,. ± 

(x — c)> (x — cÿ-' " X — c 



La formule ( 3 i) offre évidemment le moyen de décomposer la frac- 
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• ♦ f { OC ) • 

tion rationnelle -j~— ^ en fractions simples, c’est-à-dire en fractions qui 


ont pour numérateurs des constantes et pour dénominateurs des puis- 
sances entières des facteurs simples x — a, x — b, x — c, .... La 
même formule fournit, à ce sujet, le théorème que nous allons 
énoncer. 


Tiiéohkme I. — Soient 

(.6) 


l'U-) 

FÇz-j 


une fraction rationnelle dans laquelle le degré du dénominateur surpasse 
le degré du numérateur, et a, b, c, . . . les racines réelles ou imaginaires 
de l'équation 

(17) F(a?) = o. 


Pour décomposer la fraction (iG) en fractions simples, il suffira de la 
développer : i° suivant les puissances ascendantes de x — a; 2 0 suivant 
les puissances ascendantes de x — b; 3° suivant les puissances ascen- 
dantes de x — c, .... puis de faire, la somme des termes qui. dans les 
divers développements, deviendront infinis quand on supposera x — a, 
x = b, x = c 

Si le quotient Q cesse de s’évanouir, alors des équations (2/4) 
ut (2G) 011 déduira la formule 


(32) 



1 


-..A + -L 

~ a )‘ l (./* — a) ,l ~ l ,r — a 

. !L- h_ «• h . + _üi=. 

(x — bf — x—b 

(x — c y (x — <•)'-' x — a 


qui servira encore à décomposer la fraction (iG) en fractions simples, 
et l’on devra substituer au théorème I la proposition suivante. 
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Théorème II. — Soient 


(.(>) 


f (_£) 

F(x) 


une fraction rationnelle, clans laquelle le degré du numérateur devienne 
égal ou supérieur au degré du dénominateur, et a, b, c, . . . les racines 
de /’ équation (17). Pour décomposer la fraction (16) en fractions simples, 
il suffira de la développer : 1 11 suivant les puissances ascendantes de x — a; 
2 0 suivant les puissances ascendantes de x — b; 3 ° suivant les puissances 
ascendantes de x — c, .... puis d’ajouter au quotient de la division de 
ï(x) par F ( x ) la somme des termes qui, dans les divers développements, 
deviendront infinis pour x = a, ou pour x — b, ou pour x — c, .... 

Dans le cas particulier où l'équation (17) a toutes ses racines iné- 
gales entre elles, on trouve 


(33) 

(3.'i) 


h~/, = l: - 1 , 

F(.r)=Æ(,r-rr)(.r-/0(.r-r)... 


•t les formules ( 3 i), ( 32 ) se réduisent aux deux suivantes : 


(35) 

(36) 


f (-g) 

F(.r) 

f(jr)_ 
F ( x ) 


x — a x 


C 

x — f 


0 


A H C 

1 + 1- . . . 

x — a x — h x — c 


Dans le même cas, on tirera de l’équation ( 5 ) 

(./•-«)f(.r) 


(3 7 ) 


r,{x)z^{x-a)f{x)-„ 


F (■•'■) 


et par conséquent, pour déterminer le coefficient A ou ,f(a), il suffira 
de faire évanouir x — a dans la fraction 

( x — ci) f(.r ) 

F(.r) 


Mais alors cette fraction, se présentant sous la forme -, devra étr< 
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[en vertu de la formule (6) de la page 317] remplacée par le rapport 

(x — a) î\x) + ('(.r) 

F^r ’ 


que l’on pourra même réduire à 


( 38 ) 

On aura donc 

(39) 

On trouvera pareillement 


JM. 

F'(æ)' 


A 


t(a) 

F'(«) 


(4o) 



C 


f (fl 

F'(e)’ 


Enfin, si l’on a égard à l'équation (34), les formules (3q) et (40) 
donneront 

1 ((a) 


40 


A r~ 

\\- 
c - 


•)t> (a — b) (a — c) . . . ’ 

J_ t(b) 

•)L (b — a) (b — c ) . . . ’ 

1 f(c) 

X (c - a) (c - b)~r. ’ 


Ajoutons que la première des équations (4<) peut être déduite direc- 
tement des formules (34) et (37) combinées entre elles, ou, ce qui 
revient au même, de la formule 


H*) = 


!'<>) 

X ( x — a ) ( x — c j i . . . 


Lorsque le degré m de f(a?) est inférieur au nombre n des quan- 
tités a, b, c, ..., on tire des formules (35) et Ç 4 1 ) 


( 4 ^) 


f(.c) ... >_ r i'(/o - ... ivo *_ 

F ( .r ) ÙZ> f ( a — b ) ( a — c ) . . . x — a (b — a) (b — c) . . . x — li 

f(£)_ 1 

(c — a) (c — b). . . x — c 



502 


LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


puis on en conçlut, en ayant égard à l’équation (34). 


(43) 



(a c — b) (æ — c) . . . 
(a — b) (a — c) . .. 


r<fl) 


( æ — a ) ( J" — c ) . 

■(?> — «) (6 — C).' 


-f (h) 


(æ — a ) ( x — b ) . . . 
( c — a ) ( c — />)... 




L’équation (43) n’est autre chose que la formule d’interpolation de 
Lagrange, à l’aide de laquelle on détermine une fonction entière 
de a?, lorsqu’on connaît autant de valeurs particulières de cette fonc- 
tion qu’il y a d’unités dans le nombre entier n immédiatement supé- 
rieur à son degré. 

Lorsque les fonctions f(a?), F(a?) se présentent sous forme réelle, 
et que les deux racines a, b sont imaginaires et conjuguées ou de. la 
forme a-t-(3y/"— i , a — j3y/— i , alors, en désignant par .1,, -il!. deux 
quantités réelles propres à vérifier l’équation 


(44) 


X — (H. y 7 — î — 


y/— i) 


on trouve que les fractions simples correspondantes à ces racines 
dans le second membre de la formule (35) ou (36) sont respec- 
tivement 

' / K s .1. — II!, y 7 — l X -I- II!, y/— i 

( *4 3 ’ ~,~ m * 

■r — x — j3 y/ - i :r — a -t- J3 y/ — i 

tën ajoutant ces deux fractions, on obtient la suivante 


(46) 


?. .A, ( æ — x ) -H a IÜ> (3 
(.* — a)*-,-?* - ’ 


qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire de .r, et pour 
dénominateur un facteur réel et du second degré du polynôme F(.r). 

Au reste, on pourrait imaginer diverses méthodes propres à décom- 
poser la fraction rationnelle en fractions simples, c’est-à-dire en 
fractions semblables à celles que renferme le second membre de 
l’équation (32). Mais ces diverses méthodes fourniraient nécessai- 
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rement les mêmes valeurs des coefficients A, A,, A a _, ; B, 

B, B a _.,; C, C,, .... C/_, Pour le démontrer, multiplions 

par F(æ) les (Jeux membres de l’équation (32). Alors, si l’on fait 
pour abréger 


(47) 


Q F ( ^ + B + ... -h IL-, 

+ C (J~cV H "'” + C, -'î^ + •••=(.*- «)*!!(*), 


on aura 


(48) 


n 4 F(- r ) , 4 F(.r) 

f ( x ) = A ~ Jt 4- A, ~ 


a) h 

H - A u _ j -- ■+• (x — a ) h H ( x ) . 


D’ailleurs, comme le premier membre de l’équation (4?) sera une 
fonction entière de x divisible, ainsi que F(a?), par (x — a) h , II(.r) 
représentera encore une fonction entière. Par suite, si l’on pose dans 
la formule (48) 

x — ci -h z y 


et si Ton compare ensuite les termes constants et les coellicients des 
puissances semblables de la variable s dans les deux membres déve- 
loppés suivant les puissances ascendantes de cette variable, on trou- 
vera successivement 


(49) f(« + =)-=(^ + +...+ ^=î)F(fl + 3) + 3*n(a + 5) 


ou, ce qui revient au même. 


ri „ ) + r±!l s + n*l s *. 

1 1.2 


f^(a) 


i .2.3 . . .ni 

( 5 o ) < “ 11 ( ci . z ) ( A -H A j z -f- A . 2 A//_i z * l ~~ 1 ) 

F (/0 («) F (/i 4 _l) (a) 


( -L'a:: 


h i . 2 . 3 . . . h ( h -+- 


5+ ... + 

I ) i .2.3. . .11 J 


et 


(5i) f(a) = A-^^- , f'(rt) — A, + A — f **."! ■ / $ 1 ’ *’(«)=•••■ 

7 v 7 i .2.3. ..A v 2 ,3.../z 2 . 3. ..//(// -I- i) 
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Or dos équations ( 5 i) on déduira évidemment, pour les constantes A, 
A,, . . . , A a _,, un système unique de valeurs, savoir 

A _ 1.2.3. ,.h((a) 4 _î.3...(A+i)f(n)-AFi* +| i(fl) 

( ’ F (/,) (fl) ’ Al “ “ (A + 7 ) F (/ "(«) ■ 


On obtiendrait de la même manière les valeurs de B, B B A _, ; 

G, C,, ..., C/_ ( . Il est bon d’observer que la première des formules ( 52 ) 
donne, pour la constante A, une valeur égale à celle que reçoit la 

^ \ h J* / ^ \ 

fraction — — , — > quand on prend x — o. Cette même valeur, 

*(«') 1 

dans le cas où l’on suppose h = i, se réduit à celle que détermine la 
formule (39). 

Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, con- 
cevons que l’on veuille décomposer en fractions simples la fraction 
rationnelle 


(53) 


/(■O - 


1 

(.<• — I ) 2 (,C + I)' 


Il suffira, d’après le théorème I, de développer cette fraction : 1" sui- 
vant les puissances ascendantes de x — i ; i° suivant les puissances 
ascendantes de x 4-1, puis de faire la somme des termes qui, dans 
les deux développements, deviendront infinis pour x — 1 ou pour 
x — — x. Or on trouvera : i° en désignant par m(x) une fonction qui 
conservera une valeur finie pour x = 1, 


(x — i )*/(*) — ■ 


(•*•-*) 


r(-r — 0 -H (•<" — i) 2 ro(.r) 
4 


et, par suite, 
( 54 ) _ 


,/VO 


1 i 

2 ( W — I) 2 


J I 

4 & — 1 


+ ra(.r); 


2 h en désignant par ct , ( x ) une fonction qui conservera une valeur 
finie pour x = — 1 , 

(., + .)/<*) = = 4 + (x + l)ro ' (,r) ’ 
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et, par suite, 

(55) /(x) — y — ^ — -4-ro,(«). 

4 x -t- i 

Les trois fraction» simples 

ii ii i _ i 

2 ( x — i ) 2 ’ 4 x — i ’ 4 x --H i 

seront donc les seuls termes qui, dans les deux développements de 
l'expression (53 ), deviendront infinis pour x — i ou pour x = — i , 
et l’on aura, en vertu du théorème I, 


(56) 


1 T f 11 

(x — i )' 2 (x -f - 1 ) ~ a (x — i )* x — i 


4 x -t- 1 


On trouverait de la même manière 


J X- — 1 2 X — 1 a x 1- I X 2 — I 2 X — I 2 X -J— I 

Concevons encore qu’il s’agisse de décomposer en fractions simples 
la fraction rationnelle 


(58) 


X ,n 

, 

X u — I 


rn, n désignant deux nombres entiers, et m étant <«. En d’autres 
termes, supposons 

l'(x) — x’", F(a-) = — 


L’équation ( 17 ) se réduira simplement à l’équation binôme 

( 5 9 ) x" — 1 , 

dont les racines inégales entre elles seront de la forme 

// . > 2 /l-r / . 2Â-7T 

( bo ) x r- cos ±: y — 1 su» » 

n n 


k représentant un nombre entier égal ou inférieur à '-n. D’ailleurs, 
en prenant pour a; une quelconque de ces racines, on trouvera 


(60 


[(x ) x m 

F r (xj “ Jix^ 


- x ,n+ï ■— -- 

n n 


COS 


2 k(m 1 ) 7 T 


, / . 2 À*(/ïi 

t y — ism — ~ h 

" J 
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Donc les formules (35) et (!\\) donneront, pour des valeurs impaires 
den, 

2 ( 01 -H)ïï , , 2 (/>J + l)ïï 

cos — + J - 1 sin - 

1 n v n 

X--1 27 T / — . 2 ÏÏ 

x - cos 1 / — 1 sin — 

n n 


(62) 


x m t 


2(01 + 1)7: / — . 2(01 + 1)7: 

cos — \j 1 sin— 


+ • 


27 T / . 2 TT 

•r — cos h v - 1 sin — 

n n 


( // — 1 ) ( m -+- 1 ) 7 T , — . (n — i)(m + Or 

cos — + 1 sin 


+ ■ 


( n -\) r > r ~ . ( 0 1 ) t : 

0 n 

( 0 — 1 ) (07 + 1 ) 7 : : / — . (0 — 1 ) ( 0 î - 4 - 1 ) 7 : 

cos i /- 1 sin - 

n n 

(0 — 1 ) 7 : /■ — . (// — Or 

r — cos + y-i sin 

0 n 


puis on en conclura, en réduisant les fractions imaginaires conju- 
guées au même dénominateur, 


( 63 ) 


2(01+1)7: 3077: (n — 1) (ni -4-1)7: 0-1)^ 

x cos — cos x cos ' cos — 

1 n n n 0 

h 2 K.. + 2 1 * 

x — 1 . 3 7 r . (0 — Or 


X* — 2X COS — + I 
0 


x z — 3 x cos - 


n 


■ +1 


On trouvera, au contraire, pour des valeurs paires de «, 


,r m 1 


2(01 + 1)7: 20/r (0 — 2) (01+1)7: (n~2)mr. 

xm cos — .rcos — cos , 

1 n n n n ( 1 "'+ 1 

f- 2 K..+ 2 h- — — 

x-i . 2 r . (0 — 2)7: ^+1 


X‘ — 2 Æ’C 0 S h I 


X — 2 ÆC 0 S — h I 

n 


'.n, 


( 65 ) 

v 1 j*+i 


(07+ r)r mz (0 — 3) (01+1)7: (0 — 2)077: 

- 7 “ COS COS — l’COS cos , 

n n n n (-i)'" + 

2 K..+ 2 : "I — 

r . (0 — 3)7: -r + i 


Æ 2 — 2X cos - + 1 
0 


X' — 2X cos- 


0 
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( 66 ) 


,r 


x " + 1 


(m-Hk mt + ( /i — i ) ir 

X COS COS — ÆCOS cos — : — 

/( « n Il 

2- +...+ 2 — 


X '— 2 JC COS — 4-1 

n 


. (« — l)Tt 

^■‘-• ixm - —4-i 


Enfin si, dans les formules (63), (65), (65), (66), on pose m=n 
elles donneront, pour des valeurs impaires de n, 


X n "~ 1 I 

W ?r; = ; 


n 

X — cos — 
i n 

+ 3 +,..+ 2 

X -\ . 2ÏÏ 

i- — 2,rcos — h 

n 


x — cos 


(« — l)7T 


, /i-ir 

a?*— a a? cos 

n 


x n ~ ] i 


.r 4 1 // 


ïï 

X — cos — 


x - cos • 


(n — %)r. 


n 


4... -4 2 


■ 4 ■ 


X ‘- 'IX COS - 41 
n 


, ( n - 2)71 J7 4- 1 

X ‘ —IX COS 41 


et, pour des valeurs paires de w, 


N - 


4'-i n 


x — cos — 

i n 

X 1 27: 

,r— 2 /cos — h 

n 


JT - COS 


(« - 2 ) 7 : 


”4.. .4 2 


// 1 

4 • 


(/I — U TT X -I I 
X -— 2 J COS H 

n 


x" ’’ 1 

' j 4-i ' « 


./■ -cos- 


X - cos 


(«- 1 ) 1 : 


4 -... 4 - 


jr- — 2 j; cos - 4- 1 

II 


, ( rt — 1 ) TT 

J--2JCOS- +1 


II 
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SEIZIÈME LEÇON. 

DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. DÉRIVÉES PARTIELLES 
ET DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 


Soit 

" ~/(^, /, -, • • •) 

une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, z, Dési- 

gnons par i un accroissement infiniment petit, attribué à Furie quel- 
conque de ces variables, et par 

©(•**> J, -, •••), x( r , y y z > •••), +(•*,>',*, •••), ••• 

les limites vers lesquelles convergent les rapports 

/( * ■+• U Y y Z , . . .) —/( a?, v, £, . • .) 
i 

f ( J f , C, • ■ • ) ,/*( i ,V, " > ■ • • ) 

/ 

/( • *’ . y. : + /, ■ . •) • ,r, s, . ■ .) , 

i 


tandis que i s’approche indéfiniment de zéro; y(x,y,z, ...) sera la 
dérivée que l’on déduit de la fonction u — f(x, y, z, . . .), en y consi- 
dérant x comme seule variable, ou, ce qu’on nomme la dérivée par- 
tielle de u par rapport à x. De même '/Jx, y, z, . . .), '|(at, y, z, ...), ... 
seront les dérivées partielles de u par rapport aux variables y, z, i . . . 

Concevons maintenant que l’on attribue aux variables x, y, z, . . . 
des accroissements simultanés Ax, A y, Az, ... et soit Au l’accroisse- 
ment correspondant de la fonction u, en sorte qu’on ait 

(i) Au~f{x + Ax, y + Ay,z-vAz, . . .) -f{x, y, z, ...). 
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Si l’on assigne a Aæ, A y, As, ... des valeurs finies, la valeur de Am, 
donnée par l’équation (i), deviendra ce qu’on appelle la différence finie 
de la fonction m, et sera ordinairement une quantité finie. Si, au con- 
traire, on assigne à \x, A y, As, ... des valeurs infiniment petites, la 
valeur de Au sera, pour l’ordinaire, infiniment petite. Mais, tandis 
que les accroissements 

A.r, A y. As, . . . , Au 

s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite zéro, leurs 
rapports pourront converger vers des limites finies qui seront les der- 
nières raisons de ces mêmes accroissements. Cela posé, pour obtenir 
des quantités ou des expressions algébriques qui puissent être consi- 
dérées comme différentielles des variables x, y. s, . . . , ou de la fonc- 
tion u, et désignées en conséquence par les notations dx, dy, d z, . . . , 
du, il suffira, d’après ce qui a été dit dans la première Leçon, page 289, 
de choisir ces quantités ou ces expressions, de manière que leurs 
rapports soient rigoureusement égaux aux dernières raisons ci-dessus 
mentionnées. D’ailleurs, les variables x, y, z, ..., étant supposées 
indépendantes, leurs accroissements kx, A y, A z, . . . sont entièrement 
arbitraires. Il en sera donc de même des différentielles dx,dy, dz , .... 
Quanta la différentielle du, on la déterminera sans peine à l’aide des 
raisonnements que nous allons indiquer. 

Comme, en s’approchant de zéro, les accroissements 

A.r, A y. A;, ..., A 11 

deviendront sensiblement proportionnels à 

d.v , dy, dz, . . . , du, 

si l’on désigne par a la valeur infiniment petite de l'un des rapports 

A.r Ay A: A u 

dx ’ dy ’ dz' ’ du ’ 

si l’on pose, par exemple, 

A.r 


(2) 
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chacun des autres rapports différera très peu de a. Donc l’équation 

A « A u , 

— — « ou — = du 

du a. 

sera sensiblement exacte, et l’on aura en toute rigueur 

( 3 ) — du -t- ( 3 , 

fi devant s’évanouir avec a. Effectivement, lorsque la proportion 


A./- : dx :: A « : du 

se trouve à très peu près vérifiée, il suffit, pour la rendre rigoureuse, 
d’ajouter à son dernier terme du une quantité (3 peu différente de 
zéro; et alors celle proportion, ou plutôt la suivante 

A r : dx y. bu : du + ; 3 , 

donne évidemment 

, a A u A u 

du H- 3 -- -r - dx — 

1 A./- ü 


Si maintenant on fait converger a vers la limite zéro, on tirera de 
l’équation ( 2 ) 

(4) du -- lim • 

y 

On trouvera de la même manière 


(■*) 


A y A z 

dy — lim ~ - 1 dz z: 1 im — 1 
J y y 


et, comme on aurad’ailleurs, en vertu de l’équation ( 2 ), 


on trouvera encore 

( 6 ) 


dæ 


üæ 

y 


dæ — lim ■ 


Ajoutons que, si, dans la formule (4), on substitue la valeur de A u 
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donnée par la formule (i), on en conclura 
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(7) 


du= 

en 


. f{x y y,z, 


Il ne reste plus qu’à chercher la limite vers laquelle converge le 
second membre de l’équation ( 7 ), quand, après avoir posé 

~zz a di\ 


on fait converger a vers la limite zéro. On y parviendra de la manière 
suivante. 

Si, dans la fonction 

u-f(.r,y,z t ...), 

on fait croître l’une après l’autre les variables x , y, v, . . . des quan- 
tités \x, A/, As, . . . , on déduira de l’équation ( 16 ) de la page Si 3 une 
suite d’équations de la forme 

f(.r -{'• Itf, y, s, ) — f(x, y, v, 4- 9 { A.r, y, j, 

f(x " 4 - A-r,,/ •+• Ay, <*, ) f{x -h Ar, y, ) Aj f t {x - 4 - A^r, > - 4 - 9 * Aj , ...... 

/(.r 4- A#, y 4 - Ay, s + As, ...) - -/( j? 4 - A.r, y -4 Ay, 5 , ...)- Ag^(t 4- Aj?,y 4- Ay, 5 -h 9 , A z 9 . . 


9 ,, 9 ,, 0 ;, désignant des nombres inconnus, mais tous compris entre 
zéro et l’unité. Or, en ajoutant ces équations membre à membre, on 
en tirera * 

f(x 4 “ A je, y 4 * Ay, z 4 - A-, ... ) —J(x,y, 3 , . . .) 

= A.r 9 ( .r 4- 9 t A.r, y, v, . . . ) 

( 8 ) j 4-Ay x(a?4- A.r,y + 0jAy:, ...) 

I 4 - Aj Aj?,y4-Ay,5 4-0jAv, ...) 

! 4- ; 

+ 

puis, en divisant par a les deux membres de la formule ( 8 ), faisant 
converger a vers la limite zéro, et ayant égard aux équations (.>), 
( 6 ), ( 7 ), on trouvera 


( 9 ) du o(.r, r, v , . . .)dx + i(.r,r, z, . . ,)dy + '\{.c,y,z, . . .)dz - 
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En vertu de l’équation (9), la différentielle de la fonction u se trouve 
complètement déterminée dès que l’on fixe les valeurs des quan- 
tités dx , dy, dz, .... Mais ces dernières quantités, qui représentent 
les différentielles des variables indépendantes, restent entièrement 
arbitraires, et on peut les supposer égales à des constantes finies 
quelconques h, k, l 

La démonstration précédente de la formule (9) suppose implicite- 
ment que les variables x, y, z, ... et la fonction « sont réelles, ainsi 
que leurs accroissements et leurs différentielles. Mais il est facile de 
modifier cette démonstration de manière à la rendre applicable au 
cas même où la fonction u, les variables x, y, z les accroisse- 

ments Air, A y, As, ... et les différentielles dx, dy, dz, . . . deviennent 
imaginaires. En effet, lorsque Ar, Aj, A z, ... sont infiniment petits, 
on tire de la formule ( 5 i) de la treizième Leçon 

/(•*• + Ax,y, s, )~f(x,Y, z, ) - Ar[®(.r, y,z ) + I], 

/(•*' + Ad", J + Av, S ) -f(x + A x,y,z, ) = Aj [x(r + Ar, j, : ) + .)], 

f(x + Ar , y + Av, 5 + As , ...) — f{x + Ar, / + Aj, s, ...)~àz [<{/(# + Aæ,/h-Aj, z, K], 


I, J, K, ... devant s’évanouir avec Aa-, Ay, A z, .... On a donc, par 
suite, 

I f{x + A x,y + Av, ; + As, . ..)-f(x,y, 

1 “ [?(a-,y, s, ...)+ I] A.r 

( 10 ) ' + [x(r + A.r, y, z, . . .) -t- .1] Ay 

I +[i{/(r + Ar,r + A/,;, ...) + K]A; 

\ + 

Or il suffit de diviser par a les deux membres de l’équation (10) et 
de faire ensuite converger a vers la limite zéro pour retrouver la for- 
mule (9). 

En appliquant la formule (9) à des cas particuliers, on en tirera 

d(x -h y -f - z 4-. . .) — dx + dy dz -K . M d ( x — y) — dx — c/y, • 
d^cioc 4 - b y c z H- . . . ) — ; a dx H- b dy -H c dz + . , . y 
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d(x a y b z c . . — x a y b z c . . . {a ~ + li— +c— +... 
x\ y dx — x dy 

d \l) = ‘ — 7 “'“’ 

d,xy-=: yx*~ l dx 4 - x* \x dy, 
d ( x -f- y y/ — j ) r=z dx 4- sJ — i dy , 
de x+yy/~\ —e x+ yf :r '(dx + dy\/—i). 


Il est important d’observer que, dans la valeur de du donnée par 
l’équation (9), le terme 

<p(x,J', ...)dx 


est précisément la différentielle qu’on obtiendrait pour la fonction 

u — f{x,y , z, ...), 


en considérant dans celte fonction x seule comme variable et y,- s, . . . 
comme constantes. C’est pour cette raison que le terme dont il s’agit 
se nomme la différentielle partielle de la fonction u par rapport à x. De 
même 

X(x,y,z, ...)dy, | (x, y, z, . . .) dz, ... 


sont les différentielles partielles de u par rapport à y par rapport 

à; Si l’on indique ces différentielles partielles en plaçant, au 

bas de la lettre d, les variables auxquelles elles se rapportent, comme 
on le voit ici, 

d x ii , dyii y d z u, 


on aura 


(n) 


[ ?(x,y,z, 

j x (•*•>/,-> 

) ^{x,y, z, 


_ dxU 
~ dx' 

\ _ , l y 11 
' ' ’ 

d. u 


et l’équation (9) pourra être présentée sous l’une ou l’autre des deux 

OEuvrcs de C. — S. U, t. IV. 
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formes 

( 12 ) 

(> 3 ) 


du ~d x U 4 ~ dy U + 

, d x a , d Y u . d z u . 

du = f - c/j? 4- -f- - dy 4- -3— 1/; + 

dy J dz 


Il résulte de la formule (12) que les différentielles partielles r/ r //, 
< 7 v f/, r/-//, . . . sont les diverses parties de la différentielle totale du , que 
Ton peut aussi nommer simplement la différentielle de la fonction u. 

Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les formules (11), 
les lettres que nous avons placées au bas de la caractéristique d, et 
Ton représente* simplement les dérivées partielles de u prises relati- 
vement à x, y, z, . . . par les notations 


04 ) 


du du du 
dir 9 dy ’ dz 


du 


Alors -v- n’est pas le quotient de du par dx\ et pour exprimer la 
différentielle partielle de u, prise relativement à x, il faut employer 
la notation 


du_ 

d.v 


du-, 


qui n’est point susceptible de réduction, à moins qu’on 11e rétablisse 
la lettre x au bas de la caractéristique d. Lorsqu’on admet ces con- 
ventions, la formule (i 3 ) se réduit à 

.du . du du , 

(fit) du z — — — d.v -h —j — dy 4~ — — dz 4- .... 

' 7 d. v dy J dz 

Mais, comme il n’est plus permis d’effacer dans cette dernière les dif- 
férentielles dx , dy, dz, . . . , rien 11e remplace la formule (12). 

En terminant cette Leçon, nous indiquerons un moyen fort simple 
de ramener le calcul des différentielles totales à celui des fonctions 
dérivées. Si l’on prend 

A.r — a dæ, 

a désignant une quantité infiniment petite, la différentielle totale du 
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sera déterminée par la formule ( 7 ), pourvu que, en s’approchant 
de zéro, les accroissements Ax, A y, As, ... deviennent sensiblement 
ou même rigoureusement proportionnels aux différentielles dx, dy, 
dz Donc, la formule ( 7 ) subsistera si l’on pose 

(16) lx = xdx, A y—.ydy, A .... 

en sorte qu’on aura 

(,,) du = lin. + «*■! , » +■«*• • • •)-/< 

D’autre part, si, dans l’expression 

/(,r+ a dx y y -\~ (xdy, z oulz, . . . ) , 

on considère a comme seule variable, et si l’on fait, en conséquence, 

(18) f(x + y dx,y + y dy , : + ydz, ...)=• F(a), 

on aura, non seulement 

(• 9 ) » = F(o), 


mais encore 
et, par suite, 

(ao) 



Ainsi, pour former la différentielle totale du, il suffira de calculer la 
valeur particulière que reçoit la fonction dérivée F'(a) dans le cas où 
l’on prend a — o. 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

USAGE DES DÉRIVÉES PARTIELLES DANS LA DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES. 
DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES. TIIÉORÉME DES FONCTIONS IlOMOGÉNES. 


Soi! 

S = F(k, i’, iv, . . .) 

une fonction quelconque des variables u, v, w, ... que nous suppo- 
serons être elles-mêmes des fonctions des variables indépendantes x , 
v, z, . . . ; s sera une fonction composée de ces dernières variables; et, 
si l’on désigne par Ax, Ay, A z, ... des accroissements arbitraires 
simultanément attribués à x, y, z, . .., les accroissein.cn ts corres- 
pondants A u, Ae, A w, . . ., As des fonctions u, e, w, . . . , s seront liés 
entre eux par la formule 

(i) A.v F ( u 4- A ii, e 4- Ae, iv 4- A<r, . . .) — F(«, e, iv, . . .). 

Soient d’ailleurs 

w, e, o*, • • • ), A ( u y e, te, • . . ), T ( u , e, te, . . . ), • • • 

les dérivées partielles de la fonction F(w, e, w , . . .) prises successive- 
ment par rapport à u, e, w, Comme l’équation ( 8 ) de la Leçon 

précédente a lieu pour des valeurs quelconques des variables x, y, 
z, ... et de leurs accroissements Ax, A y, A z, . . . , on en conclura, en 
remplaçant x, y, z, . . . par u, e, w, .... et la fonction f par la fonc- 
tion F, 

1 F ( u 4- Au, e 4- Ae, iv 4- Air, . . . ) — F ( //, v, iv, . . . ) 

= Au 4 »(« 4- 9 t Au, e, iv, . . .) 

1 - / , 4- Av X ( u -1- Au, v 4- 8 S Av, iv, . . . ) 

I -4 Aiv V( u 4- Au, v 4- Av, iv 4- 0 3 Atv, . . . ) 

1 + 

Dans cette dernière équation, 0 ,, 0 ,, 0 3 , ... désignent toujours des 
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nombres inconnus, mais inférieurs à l’unité. Si maintenant on pose 

( 3 ) A x — xdx, tsy — xdy, \z = xdz, ..., 

a désignant une quantité infiniment petite, on aura, en vertu de la 
formule (17) de la Leçon précédente, 

( 4 ) die— lim— > dv— lim™, «èv = lim — » •••> du—- lim — : 

puis, en divisant par a les deux membres de l’équation (?.) et passant 
aux limites, on trouvera 

( 5 ) ds = <I>( u, c, . . . ) du -h X («, e, iv, . . .) dv 4- 'F ( u , v, . . . ) dw 


La valeur de ds fournie par l’équation ( 5 ) est semblable à la valeur 
de du fournie par l’équation (9) de la Leçon précédente. La princi- 
pale différence consiste en ce que les différentielles dx, dy, dz 

comprises dans la valeur de du, sont des constantes arbitraires, tandis 
que les différentielles du, dv, dw, . . . sont de nouvelles fonctions des 
variables indépendantes#, y, z, . . . combinées d’une certaine manière 

avec les constantes arbitraires dx, dy, dz 

La démonstration qu’on vient de donner de la formule ( 5 ) suppose 
implicitement que les fonctions u, v, w, .... .y sont réelles, ainsi que 
leurs accroissements et leurs différentielles. Si ces fonctions, ces 
accroissements et ces différentielles devenaient imaginaires, il suffi- 
rait, pour établir la formule ( 5 ), de recourir à l’équation (10) de la 
Leçon précédente. E11 effet, comme cette dernière équation subsiste, 
quelles que soient les valeurs finies, réelles ou imaginaires, attri- 
buées aux variables x, y, z, ..., et les valeurs infiniment petites 
attribuées à leurs, accroissements A#, A ,y, A z, ..., on en conclura, 
en remplaçant x, v, z, ... par u, v, w, .... et la fonction f par la 
fonction F, 

I F ( a -T- A u, u -f- Ac, te + A«', . . . ) — F( u, v, w, . . .) 

~ [<&(</, V, (V, ...) 4- I]A/« 

-H [ X ( u 4- Aw, c, (v, . . . ) 4- J ] Ac 
4 ~ £^F(w H— A u, c -H Ac, iv, . . .) -H X] Aie 


( 0 ) 
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Dans la formule (6), I, J, K, ... désignent toujours des quantités 
qui s’approchent indéfiniment de zéro, on même temps que As, A y, 

A z, Si d’ailleurs on assigne à As, A ,y. As, ... les valeurs que 

déterminent les équations (3), il suffira évidemment de diviser par a 
les deux membres de la formule (6), et de passer aux limites pour 
retrouver la formule (5). 

En appliquant la formule (5) à des cas particuliers, on en tirera 


d ( u -h e) — du -h dv, d( u — e) — du — dv, d(au - 4 - b s?) = a du b dv, 
d(au - 4 - bv 4 - csv -j- . . . ) = a du -h b dv -4- c dsv 
d ( uv) ~ u dv - 4 - e du y d( t/vsv. . .) ~ vsv. . . du - 4 - usv. . . dv - 4 -- uv . . . dsv - 4 - . . . , 


du 

v 


u dv 
v*~ 


v du — u dv 
^2 


d. u v zrz vu?* 1 du - 4 - u v 1 u du , 


Nous avions déjà obtenu ces équations ( voir la seconde Leçon), en 
supposant u, r, <t\ ... fonctions d’une seule variable indépendantes; 
mais on voit qu’elles subsistent, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes. 

Dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de la seule 
variable x, e fonction de la seule variable v, w fonction de la seule 
variable z, . . . , on peut arriver directement à l’équation (5), en 
partant de la formule (9) de la Leçon précédente. En effet, en vertu 
de cette formule, on aura généralement 

( y ) ds m d x s -f- dy s -4- d- s -4- .... 

l)e plus, comme, parmi les quantités u, c, w, ..., la première est, 
par hypothèse, la seule qui renferme la variable x , en considérant s 
comme une fonction de fonction de cette variable, et ayant égard à la 
formule (10) de la première Leçon, on trouvera 

d x s — d x F( u,V, sv y ...)=: 0(//, v, sv 9 . . .) d x it = $(//, r, \v y . . .) du. 

On trouvera de meme 

dyS — X ( u y Vy sv y . . .) dv, d z s — Vy sv , . . .) dsv, .... 



519 


DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

Si l’on substitue ces valeurs de d x s , d y s, d z s, . . . dans la formule (7), 
elle coïncidera évidemment avec l’équation (i5). 

Soit maintenant r une seconde fonction des variables indépen- 
dantes x, y, s, Si l’on a identiquement, c’est-à-dire pour des 

valeurs quelconques de ces variables, 

(8) s—r, 
on en conclura 

(9) ds — dr. 

Dan s le cas particulier où la fonction r se réduit, soit il zéro, soit à 
une constante c, on trouve 

dr — o ; 

et par suite l’équation 

(10) S — O OU S=zc 

entraîne la suivante : 

(11) ds — o. 

Les équations (9) et (11) sont du nombre de celles que l’on nomme 
équations différentielles. La seconde peut être présentée sous la forme. 

(12) 4 >( a, e, ir, . . . ) du --h X ( u , r, o*, . . . ) dv -h W( u , e, <r, . . . ) d\v -h . . . ~ o, 

et subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités u % c\ 
w, ... se réduiraient à quelques-unes des variables indépendantes x ♦ 
y, 5, Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant F(a;, e) = o, 

< 1 > ( .r , c ) c/.r -y X ( .r , e ) f/c r- o ; 

mi supposant F(a\y, w) -- o, 

<î>( x, y y iv ) f/j? -y \(XyVy iv) dv -y 4 J ‘(.r, y, o’) c/iv — o ; 
etc. 

Dans ces dernières équations, v est évidemment une fonction impli- 
cite de la variables, (cunc fonction implicite des variables j*,y; 

De même, si l’on admet que les variables x f y, 5, . . . , cessant d’être 
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indépendantes, soient liées entre elles par une équation de la forme 

(i3) /(x, y, z, . . .) — o, 

alors, en faisant usage des notations adoptées dans la Leçon précé- 
dente, on obtiendra l’équation différentielle 

04) 9 {x,y,z, . . ,)dx + y(x,y, ~> • • •) d y -+- z, . . .) dz + . . . = o, 

au moyen de laquelle on pourra déterminer la différentielle de l’une 
des variables considérée comme fonction implicite de toutes les autres. 
Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant x- -y- y- = a\ 


x dx -f- y dy - r o, 
en supposant j 2 — x 2 = a 2 , 

y dy — x dx ™ o, 


dy 



dy=- y dxi 


en supposant x- y- y- + s 2 = a-, 

x dx + y dy + z dz ~z o, 



dy. 


.Comme on aura d’ailleurs, dans le premier cas, 


y ~ — y/« 2 — x*, 

et, dans le second, 


on conclura des formules précédentes 


( 1 5 ) d^yja* — x*)= , d(\! a 1 4- x 1 ) 

\ a 2 — x 1 

ce qu’il est aisé de vérifier directement. 

Lorsqu’on désigne par u la fonction /(x, y, z, 
lions (i3) et (i4) peuvent s’écrire comme il suit : 


x dx 

\Ja 2 4 - x 2 ’ 

...), les équa- 


06 ) 
( 1 7 ) 


u — o, 
du ~ o. 
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Si les variables x, y, z, .... au lieu (l’être assujetties à une seule 
équation de la forme u — o, étaient liées entre elles par deux équa- 
tions de cette espèce, telles que 

( 1 8 ) U — O, Ç ZZZ O, 

alors on aurait en même temps les deux équations différentielles 

(19) du — o, dv — o, 

à l’aide desquelles on pourrait déterminer les différentielles de deux 
variables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres. 

En général, si ri variables x 9 y, x?, ... sont liées entre elles par 
m équations, telles que 

( 20 ) U — o, i’ = o, w =z o, ...» 

alors on aura en même temps les m équations différentielles 

(21) du — o, dv = o, dw z— o, . . . , 

à l’aide desquelles on pourra déterminer les différentielles de m va- 
riables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres. 

Les principes ci-dessus établis relativement à la différentiation des 
fonctions composées fournissent encore le moyen de démontrer une 
proposition digne de remarque, et que l’on nomme théorème des fonc- 
tions homogènes. 

On dit qu’une fonction de plusieurs variables est homogène lorsque, 
en faisant croître ou décroître toutes les variables dans un rapport 
donné, on obtient pour résultat la valeur primitive de la fonction mul- 
tipliée par une puissance de ce rapport. L’exposant de cette puissance 
est le degré de la fonction homogène. En conséquence, f(x 9 y 9 z 9 . . .) 
sera une fonction de x 9 y , s, . . . homogène et du degré a, si, t dési- 
gnant une nouvelle variable, on a, quel que soit t 9 

( 22 ) f(lœ,ty 9 tz, — ...). 

(56 
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Cela posé, le théorème des fonctions homogènes peu t s’énoncer comme 
il suit. 

Théorème. — Si l’on multiplie les dérivées partielles d’une fonction 
homogène du degré a par les variables auxquelles elles se rapportent, 
la: somme des produits ainsi formés sera équivalente au produit qu’on 
obtiendrait en multipliant par a la fonction elle-même. 

Démonstration. — Soient 


la fonction donnée et 


Il — /(.r, Y, 


? (x,y,z, ...), x( x ’}’ «M*. y> =» 


ses dérivées partielles par rapport à x, à y, à s, etc. Si l’on différence 
les deux membres de l’équation (22), en y considérant t comme seule 
variable, on aura, en vertu de la formule (à), 

<?(tx, ty, tz, . . ,)x dl + •/, ( ^ æ , ty, tz, . . ,)y dt 

-h t v, Iz, ...) z dt 4- . . . — at a ~' f{æ, y, z, . . .) dt ; 

puis, en divisant par dt et posant 1 — 1, on trouvera 


(2 3 ) 


( xf(x,y, z, . ..)-by x (ar,y, -hz^(..r,y, z, 

| =r af(æ,y, z, . . .) 


ou, ce qui revient au même. 


(» 4 ) 


du 

dx 


du 
d y 


du 

y; + •■ • 


( 25 


Corollaire. — Pour une fonction homogène d’un degré nul, on aura 
du du 


x dï + y-dy 


du 

; — - H. . . t- o. 
dz 


Exemples. -- Si l’on pose 

u -z ~ ( A x 2 4 - B/ 2 h- Cv 2 2 D yz h- 2 E zx 4- 2 F xy ) , 
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l’équation (24) donnera 

( A æ 4- Y y -h E z).v 4 ~ ( F je 4- B y h- Bz)y -h (Eæ; 4- I )y 4- 
~ A cv* 4- B y* 4~ Cæ 2 4- 2 1 )yz 4- 2 E zx 4- 2 F xy. 


Si l’on pose au contraire 



l’équation (20) sera réduite à 


1 x 

- æ -y 

y y 1 


O. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


• Soit 

une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, z, /. . . Si 
l’on différentie cette fonction plusieurs fois de suite, soit par rapport 
à toutes les variables, soit par rapport à l’une d’elles seulement, on 
obtiendra plusieurs fonctions nouvelles dont chacune sera la dérivée 
totale ou partielle de la précédente. On pourrait même concevoir que 
les différentiations successives se rapportent tantôt à une variable, 
tantôt à une autre. Dans tous les cas, le résultat d’une, de deux, de 
trois, ... différentiations, successivement effectuées, est ce que l’on 
appelle une différentielle totale ou partielle du premier, du deuxième, 
du troisième, . . . ordre. Ainsi, par exemple, en différentiant plusieurs 
fois de suite par rapport à toutes les variables, on formera les diffé- 
rentielles totales du, ddu, dddu, ... que l’on désigne, pour abréger, 
par les notations du, d- u, d'u, — Au contraire, en différentiant 
plusieurs fois de suite par rapport à la variable x, on formera les dif- 
férentielles partielles d x tt, d T d x u, d x d x d x u, ... que l’on désigne par 
les notations d x u, d' x u, d].u, .... En général, si n est un nombre 
entier quelconque, la différentielle totale de l’ordre n sera repré- 
sentée par d"u, et la différentielle du même ordre relative à une 

seule des variables x, y, z, ... par d".u, d" r u, d“u, Si l’on diffé- 

rentiait deux ou plusieurs fois de suite par rapport à deux ou à plu- 
sieurs variables, on obtiendrait les différentielles partielles du second 
ordre, ou des ordres supérieurs, désignées par les notations d x d y u, 



525 


DIX-HUITIÈME LEÇON. 

d y d x u, d x d z u, . . . , d x d y d z u, .... Or il est facile de voir que les diffé- 
rentielles de' cette espèce conservent les mêmes valeurs quand on 
intervertit l’ordre suivant lequel les différentiations relatives aux 
diverses variables doivent être effectuées. On aura, par exemple, 

( I ) cl x dy U = dy d x U . 

(Test effectivement ce que l’on peut démontrer comme il suit. 

Concevons que l’on indique par la lettre x , placée au bas de la 
caractéristique A, l’accroissement que reçoit une fonction de x , y, 
z, ... lorsqu’on fait croître x seule d’une quantité infiniment petite 
ccdx . On trouvera 

A u 

(■?.) A x ti =-.f{x + a dx, y, z, . . .) — f(x, y, z, . . .), d x ti~ lim— — , 

C X : 

( 3 ) Aj- dy U dy{ll -+- A X U) dy u — dy A x u 


et, par suite, 


A r dy U dy A x U 

<x — a 



puis, en faisant converger a vers zéro, et avant égard à la seconde des 
formules (2), on obtiendra l’équation (1). On établirait de la même 
manière les équations identiques d x d z u — d z d x u, d y d.u — d z d y u 

Exemple. — Si l’on pose u = arctang-^i on trouvera 

y ■ — x x^ - — y* 

dr. u — — r ' dx, d y u — — dv, dyd x u — d x d y u ~ - — ~ — dx dy . 

x 2 -h y 2 J x 2 -yy- J J (x 2 j -) 1 

L’équation (1) étant une fois démontrée, il en résulte que, dans une 
expression de la forme d x d y d z . . .//, il est toujours permis d’échanger 
entre elles les variables auxquelles se rapportent deux différentiations 
consécutives. Or il est clair que, à l’aide d’un ou de plusieurs échanges 
de cette espèce, on pourra intervertir de toutes les manières possibles 
l’ordre des différentiations. Ainsi, par exemple, pour déduire la dif- 
férentielle d z d y d x u de la différentielle d x d y d z ii, il suffira d’amener 
d’abord par deux échanges consécutifs la lettre a; à la place de la 
lettre 3, puis d’échanger les lettres y et z, afin de ramener la lettre y 
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à la seconde place. On peut donc affirmer qu’une différentielle de la 
forme d x d y d. . . . u a une valeur indépendante de l’ordre suivant lequel 
sont effectuées les différentiations relatives aux diverses variables. 
Cette proposition subsiste dans le cas même où plusieurs différentia- 
tions se rapportent à l’une des variables, comme il arrive pour les dif- 
férentielles d x d y d x ii, d x d y d x d x ii, Lorsque cette circonstance se 

présente, et que deux ou plusieurs différentiations consécutives sont 
relatives à la variable x, on écrit, pour abréger, <P X au lieu de d x d x , 
d], au lieu de d x d x d x , .... Cela posé, on aura „ 

d* d y u :~r d x d Y d x u , d x d y d z u ~ d x d y d r d z d x u — d y cl x d z u - . . . , 
f/j. d y u r~ d'y d x u , d x d- y dl u ~ d x d z d - u ■= d°- d x d\ u — . . . 

et généralement, /, m, n, ... étant des nombres entiers quelconques, 
( 4 ) d’ x d'" d’!... u — d' x d'! d'" ...</ = d'" d' x d". . . . u — i 

Comme, en différentiant une fonction des variables indépendantes x, 
y, z, ... par rapport à l’une d’elles, on obtient pour résultat une nou- 
velle fonction de ces variables multipliée par la constante finie dx, 
ou dy, ou dz-, ... , et que, dans la différentiation d’un produit, les fac- 
teurs constants passent toujours en dehors de la caractéristique d; 
il est clair que, si l’on effectue l’une après l’autre, sur la fonc- 
tion u — /(x, y, z , ...), / différentiations relatives à x, m différen- 
tiations relatives à y, n différentiations relatives à z, etc., la différen- 
tielle qui résultera de ces diverses opérations, savoir d x d"'d"...u, 
sera le produit d’une nouvelle fonction de x, y, z, ... par les fac- 
teurs dx, dy, dz, . . . élevés, le premier à la puissance / ieme , le second 
à la puissance m"' wr , le troisième à la puissance « i,me , etc. La nouvelle 
fonction dont il s’agit ici est ce qu’on nomme une dérivée partielle de u, 
de Y ordre 1 4- m + n 4 - Si on la désigne par u(x, y, z, . . .), on aura 

d' x d"‘ d". ... u — m (x, y, z, . . .) d x d"' dz" . . . 


&{x,y,z, . ..) = 


d' x d";d'l .. , u 
dx 1 dy ,n d z n . . . 


( 5 ) 

et, par suite, 

(6) 
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Il est facile d’exprimer les différentielles totales d*u, (Pu, ... à l’aide 
des différences partielles de la fonction u ou de ses dérivées partielles. 
Kn effet, on tire de la formule ( 12 ) (seizième Leçon) 

ci ' 1 U :::: ddu d x du 4- d y du 4- d-du -+- . . . 

= d x ( d x u 4- dy u 4- d- u h- . . . ) 

-f- dy ( d x u 4- d y u 4- d z u 4- . . . ) 

4- d z ( d x u 4- d Y u -4 cL u 4- . . . ) 

et, par suite, 


(7 ) d 2 u ” c/ 2 u 4 - d; u 4- cil u 4 -.. .4- 2 d x d y u 4 - 2 d x d z u 4-. ..4- 2 d y d z u 4-. . . 

ou, ce qui revient au même, 


( 8 ) 


, 0 d\u cil u cil u 

d 2 u — — dx 2 -h - . c/y- 4- -y v ^ 4- . . . 
c/a 2 c/y 2 J ri- 1 


-4 2 - 


d x d v a 


d r d- u 


dx d y 


dx dy 4- 2 . r . c/j: t/; 4- . . . + a 

/Y tZ* Cl Z 


d ^"dvdz 


dy dz 


On obtiendrait avec la même facilité les valeurs de (Pu, (Pu, .... 
Exemples : 

ci 2 ( xyz ) 2 ( x dy dz -4 y ch dx 4- 3 dx dy ), cP ( xyz ) 6 dx ci y dz, 

d - ( x 2 4- y 2 -4 w 2 4- . . . ) ■ : 2 ( c/j : 2 -4 c/y 2 -4 dz 2 4- . . . ), 
d i ( .r 3 4- y 3 -4 a 3 4 - (3 ( c/r 3 -4 dy* 4- dz* 4-...), 


Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les équations (G), 
(8), etc., les lettres que nous avons écrites au bas de la caractéris- 
tique d , et l’on remplace le second membre de la formule (6) par la 
notation 

ci x 1 dÿ m dz' 1 777 

Alors les dérivées partielles du second ordre se trouvent représentées 
par 

d 2 // c / 2 w c / 2 // r / 2 /c c / 2 m f / 2 // 

c/.r 2 ’ dy 2 ’ c/s 2 ’ . ’ dx d v ’ c/j: dz ’ ’ r/y c/s ’ 
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les dérivées partielles du troisième ordre par 

d 3 u d 3 u d 3 u 

dœ* ’ dx ' 2 dy ’ dœ dy 2 ’ 

et la valeur de r / 2 u se réduit à 


dy dz - h . . . . 

Mais il n’est plus permis d’effacer, dans cette valeur, les différen- 
tielles dy, dz, attendu que —■> ne désignent pas 

les quotients qu’on obtiendrait en divisant d'ii par dx ' 2 ou par 
dx dy, 

Si, au lieu de la fonction u = f(x, y, z , . . .)» °n considérait la sui- 
vante 

(n) 's — F(w, . . .), 

les quantités u, e, ne, . . . étant elles-mêmes des fonctions quelconques 
des variables indépendantes x , y, 5, . les valeurs de d' 2 s, d' A s , .. . 
se déduiraient sans peine des principes établis dans la dix-septième 
Leçon. Effectivement, en différentiant plusieurs fois la formule (1 1), 
on trouverait 


(10) 


d 2 u — d.x - 2 • 

dx 1 

d-u 


(Pu 

dy 


2 dy* - 


4- 9, -, — dœ dy -H 2 
dx d y 


d 2 ^ 
d? 

d 2 « 


dœ d. 


dz 1 - f-. . . 
d.z’ ds 


dru 
‘ dy dz 


ch = ^1"’ -J <*. 

d//- de 


d F( //, e, te, . . . ) 


dw 


( 19 ) 


x-à dir . + ... 


du* 

d * F(«, . . .) 


c/« r/c 


' WW 


du 


du de 
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Exemples : 

d" ( m -+- v) — d" u -+- d" v, d n (u — r) =: d n u — d n v , 

d n ( u -+- v y/ — \^) — d" u \J — * d n v, 
d"(au -f- fcc -+- ctv -(- . . . ) = a d a u -+- b d n v -h c d a iv -+- 

Parmi les équations que l’on peut déduire des formules'(i2), on 
doit distinguer celles qui déterminent les différentielles d’une fonc- 
tion s de plusieurs variables u, v , w, . . . dont chacune est à son tour 
une fonction linéaire d’autres variables supposées indépendantes. 
Soient, en effet, a, b, c, . . . , k des quantités constantes, et 

(i3) « = ax -+■ b y 4- es -I-. . . -+■ b 

une fonction linéaire des variables indépendantes x, y, z La dif- 

férentielle 

( 1 4 ) du — a dx -t- b dy -+- c d: -+- . . . 

sera elle-même une quantité constante, et par suite les différen- 
tielles d-u, d'n, ... se réduiront toutes à zéro. On conclut immédia- 
tement de cette remarque que les différentielles successives des 
fonctions 

F(«), F(«, c), F(m, c, ip, . . .) 


conservent la même forme dans le cas où u, c, w, . . . sont considé- 
rées comme variables indépendantes, et dans le cas où u, <*, <r, ... 

sont des fonctions linéaires des variables indépendantes x, y, z 

Ainsi on trouvera dans les deux cas, pour s = F(m), 


(i5) 


ds — F'( u ) du, d-s ïr F'( u ) du 3 , d 3 s ■- F'"( u ) du 3 , 


I 


d" s - F 1 " '( u) du" ; 


pour s = F(«, c). 


(16) 


I J, («,e). „ n d" F («,»•) 

d n s — — L du" -t , . - V - - du" ' dv 

du" 1 du"-' dv 


n d"V(u,v) , , , d“V(u,v) 

H -7 du dv"~' -1 r,’- dv"; 

1 du dv" 1 dv" 

6 7 


Œuvres de C. — S. U, t. IV. 
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pour i = F(u)F(e), 

l d'‘s = fW{u)¥(.v)du’ l + "F<*-"('0 F'(i ’)du n ~' dv+... 

(' 7 ) 

| + - F'(«) F ( * _,, (*’) du dv "~' + F (") F 1 "^') d ''"< 

etc. 

Ces diverses équations subsistent, lors même que, u, v,w, ... étant 

fonctions linéaires de x , y, s, .... les constantes a, b, c k, 

comprises dans u, v, w, ■ . . deviennent imaginaires. On a, par exemple, 

pour s — ¥(x+y\f— i). 

i ds — F'(.r + y\J— 0 ( dx + \J— i dy\ 

0*) \ - 

( -d" .1 = F <*> ( x + r \j— i) (dx + v / — i dy)“; 

pour s — F(# — y \J — 1 )* 

I ds = F'(j i-y\f'~i)(dx-\/-idy), 

09) j 

( d n s = ¥ {n) (x — y \[— i) (dx — \l — t dy)"; 

pour s = ¥(x+yy[— i)F(a? — y y/— 0> 

I d“s~ F<">(* + ÿ\/~i) ¥(x - y yj^tdx + \J- 1 d r)“ 

1 + ’l pi 1 1 ( ^ + J y/ r, ) K'( x — y \J—i)(dx + \J— I dv) n ~'(dx — \l — i dy) 

V">) { 

I 4- " F'O + V v / :::r i ) F‘»-‘ >( — y ) ( ^ -+- x/— ^ d y)(dx-\J - ■ d y)"~' 

+ ¥(x+y\j— i )F'" ) (x — y\J— i)(dx — \J—\ dy) n . 


On obtiendrait encore avec la plus grande facilité les différen 
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tielles des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes. 
Il suffirait de différentier une ou plusieurs fois lés équations qui 
détermineraient ces mêmes fonctions, en considérant comme con- 
stantes les différentielles des variables indépendantes, et les autres 
différentielles comme de nouvelles fonctions de ces variables. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

MÉTHODES PROPRES A SIMPLIFIER LA RECHERCHE DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES POUR 
LES FONCTIONS DK PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. VALEURS SYMBOLIQUES 
DE CES DIFFÉRENTIELLES. 


Soit toujours 

u—f(x,'y t z, ...) 

une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, z, et 
désignons par 

...), ÿ(x,y, j, ...), ... 

ses dérivées partielles du premier ordre relatives à x, à y, à 5 

Si l’on fait, comme dans la seizième Leçon, 

(O I ( — ./*( -A* ■+* x dx, y x dy , 5 *+• x tiz , . ... ) , 

puis, .que l’on différentie les deux membres de l’équation (1) par rap- 
port à la variable a, on trouvera 

i F'(«)= ?(•»-+- xdx,y + a rfy, 5 -+- xdz , . . .)dx 

(2) ] z-hxdz, ...)dy 

! -+- adx, y -+- xdy, s 4- xdz, . . .) dz 

! -+■ 

Si, dans cette formule, on pose et = o, on obtiendra la suivante 

1 f'(o) = ?(.r,,r,:,...)rfa: + z ( J ,j ) 5,...) ( /v 

(^) 

’ + i ' (•*■»/> 3 > = di /, 

laquelle s’accorde avec l’équation (20) de la seizième Leçon. De plus, 
il résulte évidemment de la comparaison des équations (1) et (2) que, 
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en différentiant, par rapport 3 a, une fonction des quantités variablqp 

(4) x + xdx, y •+■ udy, z-\-»ds, 

on obtient pour dérivée une autre fonction de ces quantités com- 
binées d’une certaine manière avec les constantes dx, dy, dz 

De nouvelles différentiations, relatives à la variable a, devant pro- 
duire de nouvelles fonctions du même genre, nous sommes en droit 
de conclure que les expressions (4) seront les seules quantités 
variables renfermées, non seulement dans F(a) et F'(a), mais aussi 
dans F"(a), F"'(a), . . . , et généralement dans F (n) (a), n désignant un 
nombre entier quelconque. Par suite, les différences 

F(«) — F (o), F'(«) — F'(o), F*(«) — F"(o), .... F<«>(«) - F‘«>(o) 

seront précisément égales aux accroissements que reçoivent les fonc- 
tions de x„y, z, . . . représentées par 

F(o), F'(o), F"(o), .... F«»)(o), 

lorsqu’on attribue aux variables indépendantes les accroissements 
infiniment petits a dx, a dy, a dz, .... Cela posé, comme on a 

F ( o ) — u, 

on trouvera successivement, en faisant converger a vers la limite 
zéro, 


F'(o) 

rr lim 

f _( «j 

— F(o) 

a 

m lim 

Au 

<x 

m dit y 

• 

F"(o) 

— lim 


- F'(°) 

a 

-- lim 

A du 

a 

= ddu 

^Zd^ly 

F*( o ) 

= lim 

n«) 

- F"(o) 

~ lim 

A d 1 u 

— dd- u 

= d 3 U y 






OL 



F('0(o) 

lim 

p(«-i 

)f«) - F<“- 

a 

'^lim 

Ad n ~' 

a 

il 

1 u d n u. 


En résumé, on aura 

(à) 


( h — F(o), 

\ d 3 u=z F"(o), 


du- F'(o), d ! u — F"(o), 
d n u — F^^o). 
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4insi, pour former les différentielles totales du, rf s «, . . . , d n u, il suf- 
fira de calculer les valeurs particulières que reçoivent les fonctions 
dérivées F'(a), F"(a), .... F" 1 (a), dans le cas où la variable a s’éva- 
nouit. 

Parmi les méjthodes propres à simplifier la recherche des différen- 
tielles totales, on doit encore distinguer celles qui s’appuient sur la 
considération des valeurs symboliques de ces différentielles. 

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com- 
binaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou 
à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes 
celles qui, prises à la lettre, et interprétées d’après les conventions 
généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant ou altérant, 
selon des règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou lés symboles 
qu’elles renferment. Dans le nombre des équations symboliques qu’il 
est utile de connaître, on doit comprendre les équations imaginaires 
(voir V Analyse algébrique, Chapitre VU) et celles que nous allons 
établir. 

Si l’on désigne -par a , b, c, ... des quantités constantes, et par 
l, m, n, . . . , p, q, r, ... des nombres entiers, la différentielle totale 
de l’expression 

(6) * ad' x d™d*...n + bd»d*d'...a+... 
sera donnée par la formule 

I <l{a cïrd'fd»... u + bd*d«d:... 

I — d x ( a d‘ x d n y ‘ d'> ...a -h ùd'± d' y d r z ...u+... ) 

1 H- d r {ad , J d"' d n . b d'i d% d'1 

(7) ' ' J ' 

j -4- (L ( a d‘ x d'; d'! . ..u-h b d r x d l ’.d r ....u +...)+... 

I —ad'ï'df d'1... u 4- ad' æ dy + ' d n . . . . a -+- a d' x d"} d'!" . . . u -j- . . . 

1 - 4 - b d'y 1 d q y d'. ... u ->r ... . 

«e cette forhnule, réunie à l’équation ( 4 ) de la dix-huitième Leçon, 
on déduit immédiatement la proposition suivante : 
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Théorème. — Pour obtenir la différentielle totale de V expression (6), 
il suffit de multiplier par d le produit des deux facteurs 

+ et%u, 

en supposant 

d ~ d x -H dy -H d- . . . , 

et opérant comme si les notations d , d x , d y , d t , . . . représentaient de véri- 
tables quantités distinctes les unes des autres, 'de développer le nouveau 
produit, en écrivant, dans les différents termes, les facteurs a, b, c, ... 
à la première place, et la lettre u à • là dernière ; puis de concevoir que, 
dans chaque terme, les notations d x , d y , d z , ... cessent de représenter 
des quantités, et reprennent leur signification primitive. 

Exemples. — En déterminant, à l’aide de ce théorème, la différen- 
tielle totale de l’expression 

( 8 ) d x u + dy il -! d z ll + ... , 

on obtiendra précisément la valeur de ddu ou de d-u que fournit 
l’équation (7) de la Leçon précédente. En appliquant de nouveau le 
théorème à cette valeur de d-u, on obtiendra celle de (Pu,, et ainsi 
de suite. 

Nota. — Lorsqu’on' ne fait qu’indiquer les multiplications à l’aide 
desquelles on peut, d’après le théorème, calculer la différentielle 
totale de l’expression ((>), on obtient, au lieu de l’équation (7), la 
formule symbolique 

( d(ad' d"‘ d" . . .11 + bd''d''d'l. 

( 9 ) 

( : .. ( a d' x d " 1 d" ...+ !> d p c dj, d’.. . . -1- . . . ) (d x d y -v- d z + . . .) u. 

Compie, dans la formule (9), les notations d T , d y , d., .. . sont em- 
ployées pour représenter des différentielles, cette formule, prise à 
la lettre, n’a aucun sens; mais elle redevient exacte dès qu’on a déve- 
loppé son second membre à l’aide des règles ordinaires de la multi- 
plication algébrique, et en opérant comme si d x , d y , d z , ... étaient 
de véritables quantités. 
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Lorsqu’à l’expression (C ) on substitue l’expression (8), et que l’on 
difîérentie cette dernière plusieurs fois de suite, on obtient par les 
mêmes procédés les valeurs symboliques des différentielles totales d l u, 
du, ..., savoir 

{d x +d y + rf : +...) (4+ d x +d,+...)u, 

(d x + dy+ d z + . . .) ( d x + dy + d : +...)(d x + dy+d : +...)u, 


lin joignant à ces valeurs symboliques celle de du, puis écrivant, pour 
abréger, V' 

(d T + d y + d. + . . .)* au lieu de (d x +d y +d. + ...)(d T +d y +d l +...), 

(d J . + dy+d z +...) ) au lieu de' ( d x + d f +d z +. ..)(d x +d y +d z + . . .){d x + d y +d z +. ..) 


on formera les équations symboliques 
du 

d~ u ~ ( d x -f- dy-\~ d z + ...)* il) 

dUi '-T ( d x H- dy f/- •+* . . . )‘* u , 


et l’on aura généralement, n désignant un nombre entier quelconque, 

(11) d" u = (d x + d y + d z + . . .y u. 

Soit maintenant 

( 12 ) s = K(«, ...), 

u, v, w, ... étant des fonctions des variables indépendantes x, y, 
z,.... On trouvera encore 

(id) d"s — (d x + dy+ d z + ...)" s. 

Il est très facile de développer le second membre de cette dernière 
équation, dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de x 
seule, v fonction de y seule, w fonction de z seule, etc. D’ailleurs, 
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pour passer de ce cas particulier au cas général, il suffira évidem- 
ment de remplacer 

d x u, d*.u, d\u, ... par du, d z u , cPu, 

d y v, d*v, . .., ... par dv, dh\ ..., . .., 


c’est-à-dire d’effacer les lettres x, y,s, placées au bas de la carac- 
téristique d. Donc il sera facile, dans tous les cas, de tirer de la for- 
mule (i3) la valeur de d n s. Prenons, pour fixer les idées, s = uv. En 
opérant comme on vient de le dire, on trouvera successivement 


04) 

d n (iw) = ud n y v + 

- d x ud"~ l 

n(n — i 

_4_ .. 

) .72 .. fltl-l _ u 

. . 4 - — dy e d tl ( ~ 1 u 4 - r d n n , 

i y 1 x 

I ,2 


05) 

d n (uv) — u d n v -h 

- du d n ~ x v 

î 

n ( n — i 

4 - - 

1 .2 

- d'-u d n ~'-v 

, . 4 - - dv d ,l ~ l u 4 -\'d n u. 
n 


La dernière formule subsiste, quelles que soient les valeurs de u, e 
et æ, y y et dans le cas meme où u, e se réduisent a deux fonctions 
de x. 

Exemple : 


/ e ax\ 

a n e ax 

n n(n-i) | n{n - i) (« - ■>.) 

//(// — i ) ... 3 . a . i" 

\ *) 

X 

| | 4 - - _ 4 * . 

ax a 1 x - (rx A 

a H æ n 


QE livres de C . — S. II, t. IV. 
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VINGTIÈME LEÇON. 


MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Lorsqu’une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, 
z-, ... atteint une valeur particulière, mais réelle, qui surpasse toutes 
les valeurs réelles voisines, c’est-à-dire toutes celles qu’on obtien- 
drait en faisant varier x, y, z, ... en plus ou en moins de quantités 
très petites, cotte valeur particulière de la fonction est ce qu’on 
appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particulière d’une fonction de x, y, z, . . . est 
réelle et inférieure à toutes les valeurs réelles voisines, elle prend 
le nom de minimum. 

La recherche des maxima et minima des fonctions de plusieurs 
variables se ramène facilement à la recherche des maxima et minima 
des fonctions d’une seule variable, lin effet, supposons que 

devienne un maximum pour certaines valeurs particulières des va- 
riables x, y, z, En attribuant à ces valeurs particulières des 

accroissements infiniment petits Ax, Ay, Az, ... choisis de manière 
que l’expression 

f(x + Ax,y + Ay,z + Az, ...) 
reste -réelle, on devra trouver constamment 
(') f(x + Ax,y + Ay,z + Az, . . .) </(x,y, z, ...). 

D’ailleurs, pour que les accroissements Ax, Ay, Az, ... deviennent 
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infiniment petits, il suffit de prendre 

A.r — x dx, A/ — x dy, As = x dz, 

dx, dy, dz pouvant être des quantités finies quelconques, et a dési- 
gnant une quantité positive ou négative, mais infiniment petite. Par 
conséquent, dans l'hypothèse admise, on aura 

( 2 ) f(x + xdx, y xdy, z -h «dz, . . .) </(x, y, z, . . .), 

quelles que soient les valeurs attribuées à dx, dy, dz, ..., pourvu 
qu’on les choisisse de manière à rendre réel le premier membre de 
la formule (2). Or, si l’on fait, pour abréger, 

( 3 ) /( x x dx, y -t- x dy, z -h x dz, ...)-- F ( x ), 

la formule (2) se trouvera réduite à la suivante : 

(4) F (x) < F(o). 

Celle-ci devant subsister, quel que soit le signe de a, il en résulte 
que, si a seule varie, F(a), considérée comme fonction de cette 
unique variable, deviendra toujours un maximum pour a — o. 

On reconnaîtra de même que, si f(x,y, z , . . .) devient un minimum 
pour certaines valeurs particulières attribuées à x, y, z, . . . , la valeur 
de F(a) sera toujours un minimum pour a = o. 

Réciproquement, si l’on attribue à x, y, z, ... des valeurs telles 
que F(a) devienne un maximum ou un minimum pour a — o, quelles 
que soient dx, dy, dz, ..., ces valeurs produiront évidemment un 
maximum ou un minimum de la fonction f(x,y, z, . . .). 

Observons maintenant que, si les deux fonctions F(a), F'(a) sont 
l’une et l’autre continues par rapport à a, dans le voisinage de la 
valeur particulière a = o, cette valeur ne pourra fournir un maximum 
ou un minimum de la première fonction qu’autant qu’elle fera éva- 
nouir la seconde ( voir la septième Leçon), c’est-à-dire qu’autant que 
l’on aura 


(5) 


F'(o) — o. 
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Comme on aura d’ailleurs [ voir la formule (20) de la seizième Leçon] 

(6) F'(o) — du, 
l’équation ( 5 ) pourra être présentée sous la forme 

(7) du — o. 

Enfin, comme les fonctions F(a) et F'(a) sont cc que deviennent u 
et du, quand on y remplace x par x -+- a dx, y par y -4 a<(r. s par 
z -fa*/;, . . . , il est clair que, si ces doux fonctions sont discontinues 
par rapport à a, dans le voisinage de la valeur particulière a = o, 
les deux expressions u et du, considérées comme fonctions des 
variables x, y, z, . . . , seront discontinues par rapport ]> ces variables 
dans le voisinage des valeurs particulières qui leur sont attribuées. 
En rapprochant ces remarques de ce qui a été dit plus haut, nous 
devons conclure que les seules valeurs de x, y, z, ..., propres à 
fournir des maxima ou des minima de la fonction u, sont celles qui 
rendent les fonctions u d du discontinues, ou bien encore celles qui 
vérifient l’équation (7), quelles que soient les constantes finies dx, 

dy, dz, Ces principes étant admis, il sera facile de résoudre la 

question suivante : 

Problème. — Trouver les maxima et les minima d' une fonction de 
plusieurs variables . 

Solution.*— Soit u = f(x,y, z, .. .) la fonction proposée. On cher- 
chera d’abord les valeurs de x, y, z, ... qui rendent la fonction u 
ou du discontinue, et parmi lesquelles on doit compter celles que 
l’on déduit de la formule 

( 8 ) du = ± 00. 

On cherchera, en second lieu, les valeurs de x, y, z, . . . qui vérifient 

l’équation (7), quelles que soient les constantes finies dx, dy, dz 

Cette équation, pouvant être mise sous la forme 
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entraîne évidemment les suivantes 

. , du du du 

(,°) -j- — o, dÿ~°’ d~z=°’ 

dont on obtient la première en posant dx = i, dy = o, dz = o, ... ; 

la seconde en posant dx = o, dy — i f dz — o, Remarquons, 

en passant, que, le nombre des équations (10) étant égal à celui 

des inconnues x, y, z on n’en déduira ordinairement pour ces 

inconnues qu’un nombre limité de valeurs. 

Concevons à présent que l’on considère en particulier un des sys- 
tèmes de valeurs que les précédentes recherches fournissent pour les 
variables x,y, z, La valeur correspondante de la fonction 

f(x,y,z, ...) 

sera un maximum, si, pour de très petites valeurs numériques de a 
et pour des valeurs quelconques de dx, dy, dz, . . . , la différence 

(«O /(- r + xd.v,y 4- a dy , s +«(/;, . . .) — f(x, y, z, . . .) 

est constamment négative. Au contraire, 

/(.r, j, :,...) 

deviendra un minimum, si cette différence est constamment positive. 
Enfin, si cette différence passe du positif au négatif, tandis que l’on 
change ou le signe de a, ou les valeurs de dx, dy, dz, . . . , la valeur 
trouvée de 

f(x,y, z, ...) 

ne sera plus ni un maximum ni un minimum. 

Nota. — La nature de la fonction a peut être telle que, à une infi- 
nité de systèmes différents de valeurs attribuées à x, y, z, ... cor- 
respondent des valeurs de u égales entre elles, mais supérieures ou 
inférieures à toutes les valeurs voisines, et dont chacune soit en con- 
séquence une sorte de maximum ou de minimum. Lorsque cette cir- 
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constance a lieu pour des systèmes dans le voisinage desquels les 
fonctions u et du restent continues, ces systèmes vérifient certaine- 
ment les équations (io). Ces équations peuvent donc quelquefois 
admettre une infinité de solutions. C’est ce qui arrive toujours quand 
elles se déduisent en partie les unes des autres. 

Il est facile de reconnaître les avantages que peut offrir la considé- 
ration des différentielles totales des divers ordres, dans la recherche 
des maxima et minirna des fonctions de plusieurs variables. En effet, 
d’après ce qui a été dit ci-dessus, pour que certaines valeurs attribuées 
aux variables indépendantes x, y, z, . . . produisent un maximum ou 
minimum de la fonction 

« = /(•*•, /> • • •)» 

il est nécessaire et il suffit que la valeur correspondante de 

F ( y . ) - - f(x -t- oc dx, j + a dy, z -i- a dz , . . . ) 

devienne toujours un maximum ou un minimum, en vertu de la sup- 
position a = o. Or F(a) deviendra effectivement un maximum ou 
un minimum pour a — o, quelles que soient d’ailleurs les différen- 
tielles dx, dy, dz, ..., si, pour toutes les valeurs possibles de ces 
différentielles, la première des quantités F'(o), F"(o), F"'(<>), ... qui 
ne sera pas nulle correspond à un indice pair, et conserve toujours 
le même signe (roir la septième Leçon). Ajoutons que F(o) sera un 
maximum, si la quantité dont il s’agit est toujours négative, et un 
minimum, si elle est toujours positive. Lorsque celle des quan- 
tités F'(o), F"(o), F"'(o) qui cesse la première de s’évanouir cor- 
respond à un indice impair, pour toutes les valeurs possibles do 
dx, dy, dz, ..., ou seulement pour des valeurs particulières de ces 
mêmes différentielles; ou bien encore, lorsque celte quantité est 
tantôt positive, tantôt négative; alors F(o) ne peut plus être ni un 
maximum, ni un minimum. Si maintenant on a égard aux équa- 
tions (5) de la dix-neuvième Leçon, savoir 


F(o) = u, 


F'(o) = du, 


F"(o) = d* u, 


• * » 



VINGTIÈME LEÇON. Î>i 3 

on- déduira des remarques que nous venons de faire la proposition 
suivante : 

Théorème I . — Soit u = f (oc, y, z , . . .) une fonction donnée des variables 
indépendantes x , y, z, .... Pour décider si un système de valeurs de æ , 

y, z, . . . , propre à vérifier les formules (10), produit un maximum ou 
un minimum de la fonction u , on calculera les valeurs de d~u , d l u, 
d'u, ... qui correspondent à ce système , c/ y/// seront évidemment des 
polynômes dans lesquels il ny aura plus d’ arbitraire que les différen- 
tielles dx, dy , dz, .... Soit 

d n u, fl n //. // // 

(12) d" u dx n -1- dy" -f- . . . + - - -r - T-- dy -f- . . . , 

le premier de ces polynômes qui ne s évanouira pas , // désignant un 
nombre entier qui pourra dépendre des valeurs attribuées aux différen- 
tielles dx, dy, dz, .... Si, pour toutes les valeurs possibles de ces dif- 
férentielles, n est un nombre pair et d" u une quantité positive , la valeur 
proposée de u sera un minimum . Elle sera un maximum, si, n étant 
toujours pair, d n u reste toujours négative . Enfin, si le nombre n est 
quelquefois impair, ou si la différentielle d" u est tantôt positive, tantôt 
négative, la valeur calculée de u ne sera ni un maximum , ni un 
minimum . 

Nota. — Le théorème précédent subsiste, en vertu des principes 
ci-dessus établis, toutes les fois que les fonctions F(a), F'(a), . .., 
F (/,) (a) sont continues par rapport à a, dans le voisinage de la valeur 
particulière a = o, ou, ce qui revient au même, toutes les fois que u, 
du, d 2 u, . .., d' 1 u sont continues, par rapport aux variables x, y, 

z, ..., dans le voisinage des valeurs particulières attribuées à ces 
mêmes variables. 

Corollaire /. — Concevons que, pour appliquer le théorème, on 
forme d’abord la valeur de l’expression 
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on substituant les valeurs de x, y, z, ... tirées des formules (io) 
dans les fonctions dérivées 4-v» •••> f » — On trouvera 

(t.f- c/y - dx dy 

zéro pour résultat, si toutes ces dérivées s’évanouissent. Dans l’hypo- 
thèse contraire, d 1 u sera une fonction homogène des quantités arbi- 
traires dx, dy, dz, ...; et, si l’on fait alors varier ces quantités, il 
arrivera de trois choses l’une : ou la différentielle d-u conservera 
constamment le même signe, sans jamais s’évanouir, ou elle s’éva- 
nouira pour certaines valeurs de dx, dy, dz, ..., et reprendra le 
même signe toutes les fois qu’elle cessera d’être nulle, ou elle sera 
tantôt positive et tantôt négative. La valeur proposée de u sera tou- 
jours un maximum ou un minimum dans le premier cas, quelque- 
fois dans le second, jamais dans le troisième. Ajoutons que l’on 
obtiendra, dans le second cas, un maximum ou un minimum, si, 
pour chacun des systèmes de valeurs de dx, dy, dz, ... propres à 
vérifier l’équation 

d 2 u — o, 

la première des différentielles d 3 u, d*u, ... qui ne s’évanouit pas 
est toujours d’ordre pair et affectée du même signe que celles des 
valeurs de d 2 u qui diffèrent de zéro. 

Corollaire II. — Si la substitution des valeurs attribuées à x, y, 
z, ... réduisait à zéro toutes les dérivées du second ordre, alors, 
d 2 u étant identiquement nulle, il ne pourrait y avoir ni maximum, ni 
minimum, à moins que la même substitution ne fît encore évanouir 
d 3 u, en réduisant à zéro toutes les dérivées du troisième ordre. 

Corollaire III. — Si la substitution des valeurs attribuées à x, y, 
z, . . . faisait évanouir toutes les dérivées du second ordre et du troi- 
sième, on aurait identiquement 

cP u “ o, d 3 u ~ o, 

et il faudrait recourir à la première des différentielles d*u, d s u, ... 
qui ne serait pas identiquement nulle. Si cette différentielle était 
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d’ordre impair, il n’y aurait ni maximum, ni minimum. Si elle 
était d’ordre pair ou de la forme 


(i-i) 


d' 1 '" u 


d.r- 


d 2m u , _ 

- dv’ r ‘ 

d yim ^ 


2 ni 
~7~ dLi 7îm 


d îm u . 

dæ- ,n ~' dy 

1 d y 


il pourrait arriver de trois choses l’une : ou la différentielle dont il 
s’agit conserverait constamment le même signe, pendant que l’on 
ferait varier dx , r/y, dz , ... sans jamais s’évanouir; ou bien elle 
s’évanouirait pour certaines valeurs de dx , dy , dz , ..., et repren- 
drait le même signe toutes les fois qu’elle cesserait d’être nulle; ou 
elle serait tantôt positive, tantôt négative. La valeur proposée de u 
serait toujours un maximum ou un minimum dans le premier cas, 
quelquefois dans le second, jamais dans le troisième. l)e plus, afin 
de décider, dans le second cas, s’il y a maximum ou minimum, il 
faudrait, pour chaque système de valeurs de dx , r/y, dz , ... propres 
à vérifier l’équation 

d- ,n u ■--- o. 


chercher parmi les différentielles d’un ordre supérieur il 2 m, celle 
qui la première cesse de s’évanouir, et voir si cette différentielle est 
toujours d’ordre pair et affectée du même signe que les valeurs de 
d' 2m u qui diffèrent de zéro. 

Il est essentiel d’observer que la valeur de d' 1 *' u, donnée par la for- 
mule ( 1 \ ) , étant une fonction entière, et par conséquent continue, 
des quantités dx , dy, dz , . . . , ne saurait passer du positif au négatif, 
tandis que ces quantités varient, sans devenir nulles dans l’intervalle. 
Remarquons en outre que, si la quantité u était une fonction impli- 
cite des variables x, y, 5, ..., ou si quelques-unes de ces variables 
devenaient fonctions implicites de toutes les autres, chacune des 
quantités du, d 2 u, d'u, ... se trouverait déterminée par le moyen 
d’une ou de plusieurs équations différentielles, en fonction des dif- 
férentielles des variables indépendantes. 

Exemples . — Pour montrer une application des principes ci-dessus 

OK livres de C. — S. Il, t. IV. 
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établis, supposons 

( 1 5 ) a r~ À x l -h 2 R xy 4- C y 2 4- 2 R .r -4 a E y 4- F . 

La fonction u et scs différentielles du premier et du second ordre, 
savoir 

( 16 ) du -r a ( A jt 4- B y -4 I) ) dx -4 2 ( B# 4~ C y 4- E ) dy 

et 

( i y ) d 1 u — - 2 ( A dx- 4- 2 B rfx rfy 4 - C rfy 2 ) , 

resteront continues pour des valeurs finies quelconques des va- 
riables .r, y. De plus, comme d*u f sera une quantité constante, rf*w, 
rf-'// f ... s’évanouiront. Par suite, les seules valeurs de x et y qui 
pourront produire un maximum ou un minimum de la fonction u 
seront celles que déterminent les équations 

( 1 8 ) A.r “4 B y -4 1 ) o, B x 4* C y -4 E o, 

savoir 

BE~Cl> BD - VE 

09) ■*• = -.Vi: “Tir* Àc-iV 


D’autre pari, la valeur de cPu f fournie par l’équation ( 17 ), pourra 
être présentée sous la forme 


( 30 ) 


rf" !( . - - 2 À 


( rf ‘ r -t- " dyj 


( AC - - B 2 ) dy 


a moins que la constante A ne s’évanouisse. Cela posé, il est clair que 
la fonction (i 5 ) admettra un maximum ou un minimum, si la condi- 
tion 


( 21 ) VC — B 2 >o 

est remplie, savoir un minimum, dans le cas où l’on aura 
( 22 ) A > o, AC — B 2 > o, 

et vin maximum dans le cas où Ton aura 


(23) 


A < o, 


AC — B 2 > o. 
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En effet, les équations (19) fourniront, dans l’un et l’autre cas, des 
valeurs finies et déterminées de x, y; et, de plus, l’expression (20) 
restera positive dans le premier cas, négative dans le second, quelles 
que soient les valeurs attribuées aux différentielles dæ , dy. Ajou- 
tons que la condition (21) ne peut subsister qu’autant que la con- 
stante A diffère de zéro. 

Concevons maintenant que les constantes A, B, C vérifient la con- 
dition 

(24 ) AC — B 2 <o, 

qui se réduit, quand A s’évanouit, a 

('.>;>) H 2 >o. 

Les équations (19) fourniront encore des valeurs finies et déterminées 
de x, y. Mais l’expression (17) ou (20) changera de signe, tandis 
qu’on changera les valeurs des différentielles dx, dy. En effet, si 
l’on a 

( 26 ) A - o. B 2 > o, 

l’expression (17), réduite au produit 

( 27 ) 2 ( 2 H dx -y ( ] cl y ) dy, 

changera de signe avec dx , lorsque dy différera très peu de zéro; et, 
si l’on a 


( 2 s ) 


AC - W 


o. 


l'expression (20) acquerra deux valeurs de signes contraires quand 
on prendra successivement 


(29) 

/ » / 

,I.v + v dy 

et 



/ , lï , \ 

( 3 o) 

Kr-1 y d f ) 


dy 1 > <> 


dy -z o. 
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Il suit de ces remarques que, si la condition (24) est satisfaite, la 
fonction (i5) n’admettra plus ni maximum, ni minimum. 

Concevons enfin que les constantes A, B, C vérifient la condition 

< O I I AC - H ! — O. 

Si l’on n’a pas en même temps 

( 'v>, ) HE — CI) — o o! AE — HD o, 

l’une des équations (19) fournira une valeur infinie de x ou de y, et 
la fonction (rf>) n’admettra point encore de maximum ou de minimum. 
Si, au contraire, les conditions (3i) et ('>2) sont satisfaites, on devra 
distinguer le cas où l’on aura 

(M3) H 2 >o 

et celui où l’on aura 


ai) b*—- o. • 

Dans le premier cas, les formules (3i) et (33) donneront 
( ) AC > o, A 2 C - > o, 

par conséquent 

(3(1) A*>o H C 2 >o; 


et l’on tirera des formules (3i ), (32 ) 


( ; >7) 

puis de l’équation (i ->) 


R 2 

A’ 



(38) 


II -Z 


A x + 




H- al> 


U 

A 


-r F 


ou, ce qui revient au même. 


<3;)) 


. / B 1>Y AF -B* 

;V r A ,v ! “ a ) A 
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Cela posé, toutes les valeurs de x et y propres à vérifier la fortnulo 


( 4» ) I+ A' V + A =0 

produiront évidemment des valeurs de la fonction u égales entre ejlcs, 
ainsi qu’au rapport 

AI- — I> 2 

A ’ 

et dont chacune pourra être considérée comme un minimum si l’on a 
A > o, ou comme un maximum si l’on a A < o. 

Lorsque la condition (34) sera vérifiée en même temps que les con- 
ditions (3i) et (3-2), les trois produits 

AC, AE, Cl) 

s’évanouiront, et par suite on aura nécessairement ou 


(40 A - o, B — o, C o, 

( \'.x) u 2 1 ) x ■+- aE y -h F, 

ou 

( 1 3 ) A o, 1) o, 1) o, 

(44) * « — Cj*-t- aEyn- F, 

ou bien 

(43) B — o, C o, E — <>, 

( 16 ) u - ‘ A x- -t- 1 1) x + F. 


Or il est clair que la fonction u, déterminée par l’équation (4-), 
n’admet ni maximum ni minimum, tandis que les fonctions (44) 
et(4t>) admettent, la première une infinité de maxirna ou de minima 
égaux à * - , — et correspondants à une valeur finie de v, mais à des 
valeurs quelconques de x, la seconde une infinité de maxirna ou de 
minima égaux à — et correspondants à une valeur finie de x, 
mais à des valeurs quelconques de y. 
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Pour montrer une seconde application des formules précédemment 
obtenues, prenons 

( 47 ) u ■— (cy — b z -+- ly- -+- (az — ex + m )' 2 + ( bx — ay -l- n ) 2 , 


rt, b\ c, l, m, n désignant des constantes (K>nt les trois premières dif- 
fèrent de zéro. Les équations ( 10 ) donneront seulement 


(48) 


c y b z ~h f a 

a 


?.r -b m bæ - a y 4- n 
b c 


D’ailleurs à chacun des systèmes de valeurs de x , y, g qui vérifieront 
les équations (48), correspondront des valeurs positives de d 2 u, 
égales à celles que détermine la formule 

( [\ () ) dr u r- ( c ci y — b dz)- -b ( a dz — c dx) 2 -b ( b dx — a dy ) 2 . 

Donc les valeurs correspondantes de u, qui seront toutes égales entre 
elles et au rapport 

(al ~b bm -b en )‘ 2 


pourront être considérées comme représentant chacune un minimum 
de la fonction proposée. 

Nous terminerons cette Leçon en établissant une proposition digne 
de remarque et dont voici l’énoncé : 

Théorème II. — Soit une fonction de z qui se présente sous forme 
réelle y de telle sorte que , x , y, K, T désignant des quantités réelles , 
réquation 

t 5 1 ) f\x -b y \ — i) H ( cos T 4- y — i sin T ) 

entraine toujours la suivante : 

(52) /(x --- y f - - I ) — K( cosT — \/ -- i sinï). 

Si la fonction f( z ) et ses dérivées des divers ordres restent finies et con - 
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tinues , pour des valeurs finies quelconques réelles ou imaginaires de z , 
si d'ailleurs ces dérivées , savoir 

(53) • f\z) y f\z) y f(z) y 

ne peuvent s'évanouir toutes à la fois, le module R n admettra pas de 
valeur minimum qui ne se réduise à zéro. 

Démonstration. — Les valeurs minirna du module R, s’il en existe, 
seront évidemment les racines carrées du produit 

(5/,i s-f(x - ') - R 1 . 

Cela posé, concevons que le module R admette un minimum corres- 
pondant à une certaine valeur réelle ou imaginaire de 

(55) 


et soit, pour cette même valeur, / ( " ! (:) la première des dérivées 
de /(;) qui ne s’évanouira pas. Comme on aura nécessairement 

( /'(■*■+ „n / ~ i) = o, / , (x+/v'-i) — o, 

(aC) 

( f in ~ l) (x -J- y y/-— i) o, 

et, par suite, 

( /'( - - y V / — 1 ) ---• o, /"( x • - y \l-~ i } fc o, . ? . , 

( ;) 7) ) . 

I / ( n ~ 1 X — Y y ~ I ) r- o, 

si, dans la formule ( 20 ) de la dix-huitième Leçon, on remplace V 
par /, cette formule donnera, pour la valeur de £ en question, 

( 58 ) fis o, d- s — o, d s s _ o, . . . , d n 1 s — o, 

( d n s l _ f {n) (x h- r y / — 1 ) /( x i)( dx -b dy \j — 1 ) n 

( 09 ) ‘ “ ‘ 

l H- f(x -b y y/~ 1 ) f [n \x — y y/ — f ) (c/.r — </j y/— 1 )" ; 


puis, en représentant par r, p, R a les modules des expressions ima- 
ginaires 

-f- y y/ - 1 , dx dy y/— î , /<* >( x -b y y 7 - 1 ), 
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et posant on conséquence 

| x + Y'J— i =zr(cost + \'— i sin/), 

( 6 °) j ; 

( flx 4 - dy i — p(cosr + i sin-), 

(60 f (n ( x + y\' — i) — R„(cosT„ + i sinT„), 

on tirera de l’équation ( 09 ) 

( 62) d n s r. 2 RR„ cos(T„ — T 4- nr). 

Or, si la valeur minimum de R n’était pas nulle, l’expression ( 62 ) 
serait évidemment la première des différentielles ds, d 3 s, d*s, . . . 
qui ne s’évanouirait pas, et celte expression devrait rester toujours 
négative, quelles que fussent les valeurs attribuées aux différen- 
tielles <Ix, dy, et par conséquent à l’angle c. Mais il arrive, au con- 
traire, que, dans le cas où R diffère de zéro, ainsi que R„, le second 
membre de la formule ((> 2 ) change de signe, tandis que l’on rem- 
place t par 4 - m étant un nombre entier quelconque. 

Donc chaque valeur minimum de s ou de 11 ne saurait différer de zéro. 

Nota. — Lorsque le module R de la fonction 

( 63 ) /( 5 ) — R ( cos T -i- 1 si 0 T ) 

devient infini pour des valeurs infiniment grandes du module 11 de la 
variable z, on peut allirmer que II admet une valeur minimum ou des 
valeurs minima correspondantes h des valeurs fi nies de r, et il résulte 
du théorème II que l’équation 

( 64 ) /(:) -- o 

admet une ou plusieurs racines réelles ou imaginaires. On se trouve 
ainsi ramené au théorème 1 de la quatorzième Leçon. 
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VINGT ET UNIÈME LEÇON. 

DES CONDITIONS QUI DOIVENT ÊTRE REMPLIES TOUR QU’lJNE DIFFÉRENTIELLE TOTALE 
NE CHANGE PAS DE SIGNE, TANDIS QUE L*ON CHANGE LES VALEURS ATTRIBUÉES 
AUX DIFFÉRENTIELLES DES VARIABLES INDÉPENDANTES. 


D’après ce qu’on a vu dans la Leçon précédente, si l’on désigne 
par u une fonction des variables indépendantes x , y, z, . . . , et si l’on 
fait abstraction des valeurs de ces variables qui rendent discontinue 
l’une des fonctions u, du, d' 2 u , la fonction u ne pourra devenir 
un maximum ou un minimum que dans le cas où l’une des différen- 
tielles totales d' 2 u, d'u, d*u 9 . . . , savoir : la première de celles qui ne 
seront pas constamment nulles conservera le même signe pour toutes 
les valeurs possibles des quantités arbitraires de r, dy , dz, .... ou du 
moins pour les valeurs de ces quantités qui ne la réduiront pas à zéro. 
Ajoutons que, si quelques systèmes de valeurs de dx, dy , dz, . . . sont 
propres a faire évanouir la différentielle totale dont il s’agit, chacun 
de ces systèmes devra changer une autre différentielle. totale d’ordre 
pair en une quantité affectée du signe que conserve la première diffé- 
rentielle, tant qu’elle ne s’évanouit pas. D’ailleurs les différentielles 
d-u , d s u, d*u, ... se réduisent, pour des valeurs données de x, y, 
s, ..., à des fonctions entières et homogènes des quantités arbi- 
traires dx, dy, dz De plus, si l’on appelle r , s, t, . . . les rapports 

de la première, de la seconde, de la troisième, ... de ces quantités, à 
la dernière d’entre elles, la différentielle 


(0 


OKuvres de C. — S. II, t. IV. 
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sera évidemment airectée du même signe que la fonction entière de r, 
s, /, ... à laquelle on parvient en divisant d 2m u par la puissance •im 
de la dernière des quantités dr, r/y, r/;, ..., c’est-à-dire du même 
signe que le polynôme 


(a) 


ci-'" U 
dx lm 


r im _o_ 


ci 1 '" u . ' d im ii 

s- m i- 

dy- m clz %m 


IV" 


■). m 


ci 1 '" Il , 
et 2 " 1 - 1 tiy r 


-'M-. . . . 


Kn substituant un polynôme de celte espèce à chaque différentielle 
d’ordre pair, on reconnaîtra que la recherche des niaxima et minima 
exige la solution des questions suivantes. 

Pnoimôu: I. — Trouver les conditions qui doivent être remplies , pour 
qu une fonction entière des quantités r, .v, . ne change j)as de signe , 

tandis que ces quantités varient. 


Solution. — Soit F(r,.v, /, ...) la fonction donnée, et supposons 
d'abord les quantités /\ s , . réduites a une seule r. Pour que la 

fond ion F(r) ne change jamais de signe, il sera nécessaire et il suf- 
fira que Péqual ion 


(3) F (/•)-<> 

n’ait pas de racines réelles simples, ni de racines réelles égales en 
nombre impair. En elfet, si, /*„ désignant une racine réelle de l’équa- 
tion (3), m un nombre entier, et H un polynôme non divisible par 
r — r 0 , on avait 


F ( /* ) :(/* - /-o)R OU F ( /• ) r_ (/• - r 0 ) 2m+, ÏE 


il est clair que, pour deux valeurs de r très peu différentes de r 0 , 
mais Fune plus grande et l’autre plus petite, la fonction F (r) obtien- 
drait deux valeurs de signes contraires. De plus, comme une fonction 
continue de r ne saurait changer de signe, tandis que r varie entre 
deux limites données, sans devenir nulle dans l’intervalle, il esf 
permis d’afïinner que, si l’équation (3) n’a pas de racines réelles, 
son premier membre conservera toujours le même signe, sans jamais 
s’évanouir, et qu’il s’évanouira quelquefois sans jamais changer de 
signe, s’il est le produit de plusieurs facteurs de la forme (r — r 0 ) 2M 
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par un polynôme qui ne puisse se réduire à zéro, pour aucune valeur 
réelle de r. 

Revenons maintenant au cas où les quantités /•, s, /, ... sont en 
nombre quelconque. Alors, pour que la fonction F(/\.v, /, ...) ne 
puisse changer de signe, il sera nécessaire et il sullira que l’équa- 
I ion 

( 4 ) F(/*, .v, t, — o, 


résolue par rapport à r, ne fournisse jamais de racines réelles simples, 
ni de racines réelles égales en nombre impair, quelles que soient 
d’ailleurs s, / 

Corollaire l. — La fonction F (r) ou F(/\.v, /,...) conserve constam- 
ment le même signe, lorsque l’équation (3) ou (4) n’a pas de racines 
réelles. D’ailleurs, les conditions qui expriment qu’une équation algé- 
brique n’a point de racines réelles peuvent être aisément déduites de 
la méthode que j’ai développée dans le dix-septième Gabier du Journal 
de V Ecole Polytechnique , p. ('). 

Corollaire //. — Soit u — La différentielle totale 


G>) 


/•> ( ^ H / 2 ((1U / 2 (fl U / / 
(h u — ( te 2 -r- .- ( (Y 2 -h 2 -, . de dv 

(Le- dy 1 * (Le dy 


conservera constamment le même signe, si l’équation 


(«) 


(P u 0 d 1 u d 1 u 

r - -h 2 e y- 

(Le- (Le dy d y- 


n’a pas de racines réelles, c’est-à-dire si l’on a 


( 7 ) 


d 1 u d 1 u 
'Le- dy- 


( ,/y Y 

\,/.v d) 


-■) 


> o. 


La même différentielle pourrait s’évanouir sans jamais changer de 
signe, si le premier membre de la formule ( 7 ) se réduisait à zéro. 


(*) OE livre s de Cauchy, S. IL T. L 
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et admettrait des valeurs de signes opposés si ce premier membre 
devenait négatif. 

Corollaire III. — Soit u = z). La différentielle totale 


(R) 


,, (Cti , , d‘ o , , fl 1 a , 

d - "= kî + -,ïï * 


d l u (P u 

2 -J f — (IX (Lv 2 -7 r- llx UZ 


(Pu 


(Lv cl y J ~ (ix cl z "" ‘ ~ dy d 

conservera constamment le même signe, si l’équation 


r- (, y ,/z 


(9) 


d 2 u ( <Pu (Pu \ 

iZT» r + 2 \dTdy s ~ t ~ 7h:7h) 


d- u 
Jy* 


d*u 

0 > ç 

dydz 


(P U 


résolue, par rapport à r, n’a jamais do racines réelles, c’est-à-dire si 
l’on a, quelle que soit s. 


0») 


<!- u d'- u 
djr* îfÿ* 



> (P U (P u 
dx' 1 dydz 


(P u <P u 
dx (ïy dx dz 


(Pu (Pu / (Pu V 
dx 2 dz- w Lv dz ) ^ ° 


dette dernière condition sera elle-même satisfaite quand on aura 


00 


(pu d*ju 
dx - ( ly 2 


d- u 
dx 


et 

d 2 u (Pu 
dx* d y 2 


( ^ vi d \ “ __ ( vi 

\ dx d y J J ydx 1 dz 2 \dxdz) J 

[(Pu (Pu (Pu (Pu \ 2 ^ 

\ dv 2 dydz dæ dy dx dz) ^ ° 


Scolie. — Soit u = /(.x-, j, z, . . .) une fonction de n variables indé- 
pendantes r, y, s, . . . et posons 


F ( / , N, tj . . . 



r/ 2 « 


( 12 ) 
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en sorte qu’on ait 


(i3) 


F(r) 

F(/-,. Ç ) 


__ d 2 u 
~~ dx 2 

d 2 u 

~~ ~dx 1 


/ , 2 -f- 2 
/’ 2 -f- 2 


d l U t t d*u 
dx dy 1 dy 2 9 


d 2 u 

d^Ty r *^ 



/ d 2 u 
\ dx dz 


d 1 u \ d 1 a 
dydz ' / H ’^ 2 ’ 


Soit de plus D„ le polynôme qui a pour premier terme le produit 

. d 2 u d 2 u d 2 u 

(,4) dx 2 df dz 2 " ’ * 

et qui représente le dénominateur commun des valeurs de dx , dy, 
dz , ... tirées des n équations 


05) 




(‘u sorte qu’on ait 

__ d 2 u 
~ d?' 

_ d 2 u d 2 u ( d 2 u \ 2 
~~ dr 2 dy 2 ~ \dxdy) 9 

d 2 u d 2 u d 2 « d 2 u f d 2 a \ 2 r/- / d- u \ 2 

r/j ' 2 ç/v ' 2 r/.i ;' 2 \ dy dz) dy 2 

r/ 2 m / y d 2 u d 2 u 

dz 2 \^Ar dy ) 2 dy dz dz dx dx dy ’ 


Pour que le signe de la différentielle totale d 2 u ou de la l'onc- 
tion ¥(r 9 s 9 reste indépendant des valeurs attribuées à dx , 

dy , dz 9 ..., il suffira que les rapports 

,,-v ^ ^ D _i 

K7) Df * d;’ ï)f i>ï 
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soient tous positifs, c’est-à-dire que, parmi les expressions 


( 1 8 ) 


I>„ D, 


D 3 


D„, 


(‘(‘lies qui correspondent à des indices pairs, soient positives, les 
autres étant affectées du même signe que ü,. C’est ce que l’on 
démontrera sans peine à l’aide des considérations suivantes. 

Supposons d’abord que les variables x, y, z, ... se réduisent à 
deux, x el y. Alors, si la quantité 


Ou) 


D t 


dUi 

dæ ' 1 


1 1 e s’évanouit pas, il sullira d’attribuer à la variable r de très grandes 
valeurs numériques, pour que cette quantité I), et la fonction 


. . „ d'n , d l U d'il 

(2 °) I r - + » r + 


.2 ( d 2 tf 2 d-u i d-u\ 

\dæ ' 2 ^ /• dæ dy ^ r 2 dy 1 ) 


soi ri>t allecté(‘s du même signe ou, en d’autres termes, pour que h* 
rapport 

F( r) 


( 21 ) 


soit positif. Ajoutons que ce rapport, qui varie avec r par degrés 
insensibles, croîtra indéfiniment avec r 2 . Donc il admettra une valeur 
minimum correspondante à une valeur finit 1 do r et sera toujours 
positif si cette valeur minimum est positive. Or la valeur minimum 
dont il est ici question sera nécessairement déterminée par la for- 
mule 


( 22 ) 


d F ( /* ) 
dr 


o. 


do laquelle on tirera, en la combinant avec l’équation (20), 
! d*u 


( 23 ) 


dæ ' 1 
d - 11 


r 


d 1 11 
dæ dy 

d 2 // 


: O, 


dæ dy 1 dy ' 1 


V(r) 
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et, par conséquent, 

04) 

(»5) 


F ('> = isr 


F(/*) ___ 1) 2 

J>i -dT 


Donc le rapport (21) restera positif, quel que soit r, et la fonc- 
1 ion F(r) sera constamment affectée du meme signe que D f , si la 
première des fractions (17) est positive ou, ce qui revient au même, 
si l’on a 


(26) 


Cette dernière condition coïncide avec la formule (7). 

Considérons en second lieu le cas où la fonction a renferme trois 
variables indépendantes x, y, z. Alors, si l’on suppose D, différent 
de zéro et D 2 positif, la fonction F(r), d’après ce qu’on vient do dire, 
restera toujours affectée du même signe que D,, et l’on pourra en 

dire autant de la fonction 

* 


07) 




1 1 1 u d 1 tt 

^ dr rfy n ~ h d~? V '* 


Cela posé, il suffira évidemment d’attribuer aux deux quantités r, n, 
ou seulement à l’une des deux, des valeurs numériques très considé- 
rables, pour que la quantité 1), et la fonction 


(28) 



d 1 

tt 

d - 

n 

d 'u t , 

V v ) - 

^~dl 

~ /■ " 

l " * tir 

y 1 s 
dy 

/ 7 - s> H" 2 
dy- 


,.2 

td*U 

. 2 { 

d - tt 

(P U \ 


/ 

y/c 2 

M 

d e dy 

d.rY/z ) 



~ d'ut 

a/ 

t / 1 tt 

d 1 tt \ 


- s- 

dy* 

"A 

' dvd y 

+ dydz) 

aller 

*técs 

1 du 

mèim 

• signe 

ou, en d’ 


d- tt 


dut 


d 1 u 


d 2 tt ^ d 1 tt d 1 u 

t/y 2 ' dy dz dz i 


1 ( ut 1 " dut t/ut 

— \r z — - 4 - ') /• 

*« V d.rdz dz’- 


es termes, pour que le 


rapport 


09 > 


E l 1 ) 

l>, 



560 


LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

soit positif. Ajoutons que ce rapport, qui varie avec r et s par degrés 
insensibles, croîtra indéfiniment avec r 2 et avec s 2 . Donc il admettra 
une valeur minimupi correspondante à des valeurs finies de r et de s, 
et sera toujours positif si cette valeur minimum est positive, ür la 
valeur minimum dont il est ici question sera nécessairement déter- 
minée par les formules 


(3o) 


rfF(r,<) _ </F(r,« ) _ 

dr ' cls 


desquelles on tirera, en les combinant avec l’équation ( 28 ), 



d- u d- u d- a 

djc 1 r d.e dy S dæ dz 


d 2 u d 2 u 

d*u 

dæ dy 1 dy 1 S 

+ d y d- 

d 2 u d 1 u 

d 2 u 

dæ dz 1 dy dz S 

+ dz 2 


et,. par conséquent, 

(32) 

(33) 


h. 

F (r) 1) 3 _ 1)1 

f), 1), D 2 Dj 

l>f 


Donc le rapport ( 29 ) restera positif, quelles que soient les valeurs 
de /% .9, et la fonction F(/\ s) sera constamment affectée du même 
signe que D, si les deux premières des fractions ( 17 ), savoir 


D 3 

D* ’ î) 2 ’ 


sont positives ou, ce qui revient au même, si l’on a 


(34) 


o, I), I) 3 > o. 


Il est d’ailleurs facile de s’assurer que les conditions (3/j) coïncident 
avec les formules ( 1 1 ). 
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En étendant les memes raisonnements et les mêmes calculs au cas 
où la fonction u renfermerait quatre, cinq, six, .. . variables indépen- 
dantes, on prouvera généralement : i° que les maxima ou minima des 
fonctions 

( 35 ) F(/’), F(r, .«), F (r,s,l), . ... ¥(r,s,t,...) 


sont égaux aux différents termes de la suite 


( 30 ) 


IL 1), IL JL, 

I),’ V IL’ 1W 


2 ° que, si ces différents termes sont des quantités affectées, du même 
signe queD,, on pourra en dire autant de chacune des expressions (35). 
D’ailleurs, pour que D, et les expressions (36) soient des quantités de 
même signe, il suffit évidemment que les rapports ( 17 ) soient tous 


Prorlèmk II. — Étant données deux fonctions entières des variables r, 

s, l trouver les conditions qui doivent être remplies, pour que la 

seconde fonction conserve un signe déterminé , toutes les fois que la pre- 
mière s’évanouit. 

Solution. — Soient Y(r,s,l, ...) la première fonction, et R = §{r,s,l, ... ) 
la seconde. On éliminera rentre les deux équations F(r, s, /,...) = o, 
et R = j(r, s,t, . . .). L’équation résultante, étant résolue par rapport 
à R, devra fournir pour cette quantité une valeur affectée du signe 
convenu, toutes les fois que l’on attribuera aux variables s, t, ... 
des valeurs réelles auxquelles correspondra une valeur réelle de la 
variable r. 




OEuvrcsde C. - S. II, t.IV. 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 

USAGE DES FACTEURS INDÉTERMINÉS DANS LA RECHERCHE DES MAXIMA ET MINIMA. 


Soit 

(i) u —f{x, y, s, . . .) 

une fonction de n variables x, y, z Mais concevons que ces 

variables, au lieu d’être indépendantes les unes des autres, comme 
on l’a supposé dans la vingtième Leçon, soient liées entre elles par 
m équations de la forme 

(a) O, (u — o, 

Pour déduire de la méthode que nous avons indiquée les maxirna et 
les minima de la fonction «, il faudrait commencer par éliminer de 
cette fonction /«variables différentes à l’aide des formules ( 2 ). Après 
cette élimination, les variables qui resteraient, au nombre de n — m, 
devraient être considérées comme indépendantes, et il faudrait cher- 
cher les systèmes de valeurs de ces variables qui rendraient la fonc- 
tion u ou la fonction du discontinue, ou bien encore ceux qui vérifie- 
raient, quelles que fussent les différentielles de ces mêmes variables, 
l’équation 

(3) du rr o. 

Or la recherche des maxirna et minima qui correspondent à l’équa- 
tion (3) peut être simplifiée par les considérations suivantes. 

Si l’on différen tie la fonction u, en y conservant toutes les variables 
données#, j, 3 , ..., l’équation (3) se présentera sous la forme 

du , du . du . 

— dx-\- -j- dy 4 - dz h- ... = o, 
dx dy J dz 


( 4 ) 
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et renfermera les n différentielles dx , dy, dz, Mais il importe 

d’observer que, parmi ces différentielles, les seules dont on pourra 
disposer arbitrairement seront celles des n — m variables regardées 
comme indépendantes. Les autres différentielles se trouveront déter- 
minées en fonction des premières et des variables elles-mêmes par 
les formules dv — o, dw = o , ... qui, lorsqu’on les développe, de- 
viennent respectivement 


(*) 


dv 

dx 

dw 


dx 


dv 


dy 


dv 
d z 


dz 


. dw , dw , 

, dx -h -7- dy -h -j- dz 
dx dy * dz 


. 0. 


Cela posé, puisque l’équation (4) doit être vérifiée, quelles que soient 
les différentielles des variables indépendantes, il est clair que, si l’on 
élimine de cette équation un nombre m de différentielles à l’aide 
des formules (5), les coefficients des n — m différentielles restantes 
devront être séparément égalés à zéro. Or, pour effectuer l’élimina- 
tion, il suffit d’ajouter à l’équation (/j) les formules (5) multipliées 
par des facteurs indéterminés , — 7., — a, . . . , et de choisir ces fac- 
teurs de manière à faire disparaître dans l’équation résultante les 
coefficients de m différentielles successives. Comme d’ailleurs l’équa- 
tion résultante sera de la forme 


/ du 

- dv 

dw 

\ J t du 

. dv 

dw 

..}jdy+...= o, 


~ l dTr- 


•7 dx+ \df ~ 

-a~t 

dv 

-ï-dy- 


et que, après y avoir fait disparaître les coefficients de m différen- 
tielles, il faudra encore égaler à zéro ceux des différentielles res- 
tantes, il est permis de conclure que les valeurs de X, p., v, . . . tirées 
de quelques-unes des formules 

, du ^ dv dw du ~ dv dw 

devront satisfaire à toutes les autres. Par conséquent, les valeurs de 
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x, y, z, . . . , propres à vérifier les formules (4) et (5), devront satis- 
faire aux équations, de condition que fournit l’élimination des indé- 
terminées X, p, v, . . . entre les formules (7). Le nombre de ces équa- 
tions de condition sera n — m. En les réunissant aux formules (2), 
on obtiendra en tout n équations, desquelles on déduira pour les 
variables données x, y, z, ... plusieurs systèmes de valeurs, parmi 
lesquels se trouveront nécessairement ceux qui, sans rendre discon- 
tinue l’une des fonctions u et du, fourniront pour la première des 
rnaxima ou des minima. 

Il est bon de remarquer que les équations dç condition produites 
par l’élimination de X, p, v, ... entre les formules (7) ne seraient 
altérées en aucune manière si l’on échangeait dans ces formules la 

fonction u contre une des fonctions c, w, Par suite, on arriverait 

toujours aux mêmes équations de condition si, au lieu de chercher 

les rnaxima et minima de la fonction u, en supposant v — o, w = o 

on cherchait les rnaxima et minima de la fonction e, en supposant 
u = o, fv = o, ..., ou bien ceux de la fonction tv, en supposant u = o, 
v — o, ... ; etc. On pourrait même, sans altérer les équations de con- 
dition, remplacer les fonctions u, c, <y, ... par les suivantes, u — a, 
v — b, w — c, . . . ; a, b, c, ... désignant des constantes arbitraires. 

Dans le cas particulier où l’on veut obtenir les rnaxima ou les 
minima de la fonction u, en supposant x, y, z, . . . assujetties à une 
seule équation 

(8) v — o, 

les formules (7) deviennent 

du . dv du . dv du . dv 

(9) -<u-\u=°> Ty- } ir y -- 0 ' 1E ~ * c/z ” °’ 

et l’on en conclut, par l’élimination deX, 

dx du du 

du __ dy dz 

dv dv dv 

dx dy dz 


(10) 
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Cette dernière formule équivaut à/i-i équations distinctes, les- 
quelles, réunies à l’équation ( 8 ), détermineront les valeurs cher- 
chées de x, y, z 

Exemple /. — Supposons que, a,b,c, ...,r désignant des quantités 
constantes, et x, y, z, ... des variables assujetties à l’équation 

.r 2 4- -s 2 4- . . r 2 ou x 1 4 - y 2 4 - z 2 4 - . . . — / ,2 zzro, 

on demande le maximum et le minimum de la fonction 


u ~ dx 4 - b y 4- cz 4 - . . . . 

Dans cette hypothèse, la formule (io) se trouvant réduite à 


(>>) 


a 

x 


b 

y 


on en conclura ( voir l 'Analyse algébrique, Note II) (') 


ax -t- by -4- cz -t-... h y / â’+4 , + c' + .., u __ \/a 2 b 1 H- r* H- . . . 

+ y/.c 2 -t- y* -+- jï+77; 0U I 2 ~ ~ r 


et, par conséquent, 

( 12 ) u — ± r \Ja 2 -t- b 2 + c 2 -f- . 


Pour s’assurer que les deux valeurs de u données par l’équation (12) 
sont un maximum et un minimum, il suffit d’observer qu’on aura 
toujours 


( 1 3) 


(ax -f- by -t- cz -f-...) 1 -*- (bx — a y) 2 -h (cx — «3) s 4-...4- (ey — bz) 2 -\~... 
=1 b 2 H- c*-t-. • •) (•»’ + y î -+- 5* + . • •), 


et, par suite, 

« 2 < (a 2 -h b 2 -h c 2 -t-. . - )r 2 , 

à moins que les valeurs de x, y, z, ... ne vérifient la formule (11). 
Exemple II. — Supposons que, a, b, c, k désignant des quan- 


( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 36o. 
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tités constantes, et x, y, s, . . . des variables assujetties à l’équation 

ax -h b y H- cz - 4 -. . .= k, 


on cherche le minimum de la fonction u = x i -+- j 2 + z 3 -+- Dans 

cette hypothèse, on obtiendra encore la formule (n), de laquelle on 
conclura 

k _ s/a? -t- b 2 -+- c 1 -t- . . . 

" \Jü 


et, par suite, 


04) 


k*_ 

a 2 


Si les variables x, y, z, ... se réduisent à trois et désignent des coor- 
données rectangulaires, la valeur de \Ju, donnée par l’équation (1/4), 
représentera évidemment la plus courte distance de l'origine à un 
plan fixe. 

Exemple III. — Supposons que, a , b, c, ..., k, p, q, r, ... dési- 
gnant des constantes positives, et x, y , z, ... des variables assu- 
jetties à l’équation 

ci x -j- b y c z —j— . . . — - k y 

on cherche le maximum de la fonction 


On trouvera 


d' 2 u 

u 


u — xi'yv z r . . . . 


du dx dy dz 

— ~ p h- q — 4 - r h . . . , 

u x y z 





et par suite on tirera de la formule (io) 


P c l __ /I __ _ -f- <7 h - /• 4- . . . 

ax b y cz ‘ ’ k 

P k v __ 9 k m _ r k 

a p -j— ■+• f‘ + ... b p 4 * <7 ^ "4- ... c p -H (j 4* f‘ . . . 


Comme les valeurs précédentes de x , y, z, . . . rendront du con- 
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stamment nulle, et d*u constamment négative, elles fourniront un 

maximum de la fonction u. 

* 

Exemple IV. — Concevons que l’on cherche les demi-axes d’une 
ellipse ou d’une hyperbole rapportée à son centre et représentée par 
l’équation 

A x 2 4- 2 B xy -f- C y % = K. 

Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum du rayon 
vecteur r, mené de l’origine à la courbe, et déterminé par la formule 
r 2 — x- 4 - y 7 . Cela posé, comme on aura 

dr — ^ (x dx y dy), 

on ne pourra faire évanouir dr qu’en supposant 

r — oo ou x dx 4- y dy — o . 

La première hypothèse ne peut être admise que pour une hyperbole. 
En admettant la seconde, on tirera de la formule (io) 

x y __ j ? 2 4- J 2 r 2 

À x 4- By ~ Cy 4 - Bx x ( A x 4- B y ) -h y ( Cy -h B x) K ' 



Observons maintenant qu’à des valeurs réelles de r correspondront 
toujours des valeurs positives de r 2 , et que l’équation (i5) fournira, 
pour r-, deux valeurs positives, si l’on a AK > o, AC — B 2 > o; une 
seule, si l’on a AC — B 2 <o. Effectivement, la courbe, étant une 
ellipse dans le premier cas, aura deux axes réels; tandis que, dans le 
second cas, elle se changera en hyperbole, et n’aura plus qu’un seul 
axe réel. 
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. EXTENSION DU THÉORÈME 
DE TAYLOR A CES MÊMES FONCTIONS. 


Soit 

(1) u = f(x,y,z,...) 

une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, s, .... et 
posons, comme dans la dix-neuvième Leçon, 

( 2 ) F(«) = f(x 4- a. dx, y 4 - a dy, z »dz, . . .). 

La formule (8) de la page 353 donnera 

j F(a) = F(o)-i-“F , (o)+~F'(o)-t-... 

1 «/t— 1 o, K 

H —-7 . F ( " -,) (o) 4- —5 F<*>(0«), 

\ 1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 ) 1 . 2 . à ... « 

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. D’ailleurs, comme on l’a 
remarqué dans la dix-neuvième Leçon, 

(4) F(«), F'(«), F"( « ) F‘«>(«) 

seront des fonctions de x, y, z, . . . et oc, qui renfermeront les seules 
quantités variables 

(5) x + ctdx, y-+-ady, z-hadz, ..., 
et qui, pour a — o, se réduiront à 

( 6 ) F(o) = «, F'(o )—du, F"(o )—d 1 u, ..., F <n) (o) = d" u. 

Donc, pour déduire de la différentielle totale d n u les valeurs de 
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F (H) (a) et de F ( " ) (Ôa), il suffira de remplacer dans cette différentielle 
les variables x, y, z, ... par les expressions ( 5 ) ou par les suivantes : 

( 7 ) j f H- ôa dx, y h- 6 a dy , z -b Bot. dz f .... 


Si, pour abréger, on désigne par la valeur de F { '°( 6 a) ainsi obtenue, 
l’équation ( 3 ), combinée avec les formules (2) et ( 6 ), donnera 


(8) 


/( # -b a dx, y -b a dy, g -b a dz, . . . ) 


— // -b “ du H — — d l u 

1 1.2 


— 1 ) 


r/' 1 " 1 U 


<x " 


1.2.3...M 




Donc, si l’on attribue aux variables y, 5, ... les accroissements 

( 9 ) A x zzz ol dx, A y -- a r/y, A z — adz, . . . , 

l'accroissement correspondant de la fonction // y, z, . . .), 

savoir 

( Ar/ .— /( j? -b A.z\ y -b Ay, g -b Ag, . . .) — /(#, y, g, . . . ) 

( 10 ) \ 

/ - /( ar -b a rfo, y -b a r/y, g -b a r/G, 

» 

pourra être développé suivant les puissances ascendantes de a à l’aide 
de la formule 


00 


A a — -du 

I 


^ y, 

d - U - b . . • -b 

1 . 2 


i . 2 . 3 . . . ( n 





^ 

i . 2 . 3 . . . n 


Si l’on suppose en particulier n~ 1 , alors, en faisant 
. , du . . du v r/« , 

( la ) 35 •••), d - — )» ^ — + (*,y, -, •••)» •••> 

on trouvera 

(1 3 ) r/rr — cp(^ 2 ?,y,G, .. .)dx -b*x(#> y, -, . . •) -b y, g, . . . ) dz -b . . . ; 
et les deux formules ( 8 ), (1 1) donneront respectivement 

(1 4 ) /(.r -b a dx, y-b « dy, z -b otdz , . . .) — u -b 

(15) Aw acQ,, 


OEuvres de C. — S. Il, t. IV. 


7 2 
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<D, représentant le polynôme dans lequel se, transforme le second 
membre de l’équation (i3), quand on y remplace x par <r4- 9a dx, 
y par y -+- Oa dy, z par s 4- Oa dz, etc. 

Lorsque, dans la formule (8), le produit 


(16) 


a" 

I.3.3.../1 


( 0 » 


décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, alors, en 
posant h — oc, on tire de cette formule 

OL 

(17) f( x 4- a dx, y -+- a dy, z -h ad:, . . .) = u — du h d 1 u -f- 


Concevons maintenant que l’on prenne a — 1 . Les accroissements 
A.r, Av, A;, . . . des variables indépendantes se réduiront h leurs dif- 
férentielles dx, dy, dz, ..., que l’on pourra d’ailleurs considérer 
comme représentant des quantités finies quelconques h, k, l, .... 
Alors aussi on tirera des formules (8) et ( 1 1 ) 


^ /( x -t- dx, y -H dy, z dz, . . .) 

(■8) fin d 2 u 

I — : U 4- — 4- . 4~ v , "h'" o 1 ‘ 

' 1 i . 2 1 . 2 . o . . . ( /i — i ) 1.2.0... n 


ri ' 1 - 1 u 




du d 2 u 


d n ~\ u 


(19) lu - 1 — -h . . . -H n / 

1 ,1 1.2 î . 2 ( n — 1 




) 1.2.3...// 


(©„ étant ce que devient la différentielle totale d“u quand on y rem- 
place x par x 4 - 0 dx, y par y 4 - 0 dy, z par ; 4 - 0 dz Si l’on sup- 

pose en particulier n — 1 , on trouvera 


I J' {-T -f- d x , y 4 - dy , z 4- dz, . . . ) 

~ / ( r, y, z, . . . ) 4- ? {x 4 - 9 dx, y -f- 0 dy, z 4- 0 dz, . . . ) dx 

\av ) 4- ( x 4~ 0 dx, y -j- 0 dy, z 4~ 0 dz, . . . ) dy 

I +4 '(x -h 0 dx, y -h 0 dy, z 0 dz, . . .) dz 


Ajoutons que, si ©„ s’approche indéfiniment de zéro pour des valeurs 
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croissantes de n, les formules (i 8) et (19) entraîneront les suivantes : 

t \ , 1 , , ( l u d 2 u d* u 

( 2 1 ) j ( x -f* dx , y 4 ~ dy , z 4- dz , . . . ) — h+ — • — f- ^ 4 ~ 4- . . . , 


(22) 


, d// d- m d 3 // 

A// ~ 1 4 0 - 4 - 

I 1.2 1 . 2.3 


L’équation (21) et celle qu’on en déduit lorsqu’on y remplace x, y, 
z, ... par zéro, puis dx, dy, dz, ... par x, y, z, ..., fournissent le 
moyen d’étendre les théorèmes de Taylor et de Maclaurin, ou plutôt 
de Stirling ('), aux fonctions de plusieurs variables. 

Concevons à présent que, dans la formule ( 3 ) ou (8), la quantité a 
devienne infiniment petite; il en sera de même de la différence 

( 23 ) F (w, (#a) F f " ; (o) ~ (0„ — d H u; 

et, en désignant par p celte différence, c’est-à-dire en posant 

(2:'| ) (t)„ (I" Il + fi, 


on conclura des formules (8), (11) 

^ /( x -h oc dx, y 4- oc dy, z H a dz, . . . ) 

( ) j oc Cf} ., a"- 1 * a" 

/ =“ U -h du 4 - d- M 4 -... 4 - :r- « U 4 (//" U 4- 3 

' i 1.2 i .2.3.. .( n 1 ) 1 . 2 . 0 ...// 


OC OC“ Cf n ~ l Cf .' 1 

26 ) A u— du 4- d 1 u 4- ... 4 r> d" 1 u 4- ( d n u 

’ 1 1.2 I . 2 . O ...(// — I ) 1.2.0...// 


S’il arrive que, pour certaines valeurs de x , y, z , . . . , les différentielles 
(27) du, d i u, ..., d ni u 

s’évanouissent toutes, la formule (26) donnera simplement 

( 28 ) A// — ( d n u 4- 3 ) . 

v 1.2.0...// 


(i) M. Pcacock a remarque que le théorème, généralement attribué au géomètre anglais 

Maclaurin, avait été donné, dès 1717, par son compatriote Stirling, dans l’Ouvrage intitulé : 

Lirwœ tertii ordinis Pfcwtoniauœ. 
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Si l’on suppose en particulier n = i 9 les équations (26) et (28) coïn- 
cideront avec la suivante 

(29) A u = a(du -+- fi ) 9 

et, par conséquent, avec la formule (3) de la seizième Leçon. Ajou- 
tons que les formules ( 28), (29) comprennent la théorie des maxima 
et minima des fonctions de plusieurs variables, et que le théorème I 
de la vingtième Leçon pourrait être immédiatement déduit de la for- 
mule ( 28). 


FIN 1)U CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
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NOTE 


SUR LA DÉTERMINATION APPROXIMATIVE DES RACINES D’UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE 

OU TRANSCENDANTE. 


Soit 

(I) '/(•*)= o 

une équation dans laquelle /(æ) représente une fonction quelconque 
algébrique ou transcendante de la variable x. Désignons d’ailleurs 
par a la valeur approchée réelle ou imaginaire d’une racine de cette 
équation, et par i une* expression réelle ou imaginaire, mais dont le 
module soit très petit. La formule (4o) de la page 45o donnera 


(») 


/(« + *)=/(«) + -/'{a)+... 


- H -—[/<">(«) + I]. 

I /I— l) 1.2.3.../» J 


le module de I devant lui-même très peu différer de zéro. Donc, pour 
que le binôme a -+- i se réduise à la racine en question, il suffira que 
l’on ait 


( 3 ) 


/(«) + f /'(«) +-”-/"(«)+••• 


4- 


i . 2 . 3 . . . ( n — i ) 


/‘“-•'(«H- 


1.2.3 . . .n 


[/ l “’(a) -t' l] — o. 


Si, dans la dernière formule, on néglige 1 vis-à-vis de on 

obtiendra la suivante 


f{a) 4- -/'(«) + ---/"(«)+••• 


jll-l .fl 

: f{n~l )( a ) , _ 

. 2 / 6 .. .(n- \) J K } \ . 2 . 6 ... n 


( 4 ) 


o. 
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qui se réduira, pour n — i , à 

# 

(5) /(«) + </'(«) = o> 

pour — 2, à 

(6) /(«) + '‘/V)-t~ - a - /'(«) — o, 

pour // = 3, à 

(7) /(«) + </'(«)+ ^/V H- -g /"(«) — °> 

etc. 

Si maintenant on substitue, dans le binôme a - 1- la valeur unique 
de i propre à vérifier l’équation (5), savoir 


ou si, parmi les valeurs de i propres à vérifier l’une des équations (G), 
(7), . . . , on choisit celle qui a le plus petit module, le binôme a -+- i 
représentera en général non la valeur exacte, mais une seconde valeur 
approchée de la racine que l’on considère; et l’on pourra même, dans 
un grand nombre de cas, apprécier le degré d’approximation de cette 
seconde valeur à l’aide des principes que je vais établir. 

Supposons d’abord que la fonction f(x) et la quantité a soient 
réelles. On démontrera sans peine les propositions suivantes : 

Tmkouk.mi: I. — Si la fonction f(x), étant continue entre les limites 
( 9 ) .r -- a, æ ~ a -h 2 i, 

acquiert à ces deux limites des valeurs de signes contraires , si d'ailleurs 
la fonction dérivée f{oc) ne change pas de signe entre les limites dont 
il s agit, V équation (1) admettra une racine réelle , mais une seule , com- 
prise entre ces mêmes limites . 

Démonstration. — En effet, la fonction f\x) ne changeant pas de 
signe entre les limites x == a, x = a -4- 2/, la fonction f(x ), supposée 
continue, croîtra ou décroîtra constamment depuis la première limite 
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jusqu’à la seconde, en variant avec x par degrés insensibles, et 
acquerra ainsi toutes les valeurs intermédiaires entre les valeurs 
extrêmes. Donc, puisque ces valeurs sont de signes contraires, la 
fonction f(x) s’évanouira, mais une fois seulement, entre les limites 
x = a, x = a 2i. 

Théorème II. — Concevons que , la quantité i étant déterminée par 
V équation ( 5 ) ou (8), on nomme B un nombre égal ou supérieur à la 
plus grande valeur numérique que peut acquérir la fonction f"{ x ) entre 
les limites x — a, x = a -h 2 i. Si la valeur numérique de la quantité 
J' {a) est supérieure à celle du produit 

(10) 2 B/, 

/’ équation (ï) admettra une seule racine réelle , renfermée entre les 
limites a % a -h 2 i. 

Démonstration . — En effet, si l’on pose 

(11) X —7 Cl —J— l H— Z y 

on aura, on vertu de l’équation (5) et des formules ( 47 ). (4&) de la 
huitième Leçon, 

( fi j: ) :r ' : ./( rt ) -+-(«-+-;) f'(a) -h -- — f"[ a ■+- ,J ( l ■+■ 3 )j. 

O 2 ) < 

| 3 */'( « ) ^± s) : /'[fl + 8(i + î)], 

( 1 3 ) /'(•*) =/'(«) 4- (t+ :)/"[« -t- 0(f -h -)], 

0 , 0 désignant des nombres inférieurs à l’unité. Or, si la condition 
énoncée dans le théorème II est remplie, la fonction /'(x) conser- 
vera évidemment le même signe que /'(a) pour toutes les valeurs 
de s comprises entre les limites s = — 1, 3 = 4-1, par conséquent, 
pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites a, a 4- ii, 
tandis que les valeurs extrêmes de la fonction /(x), savoir 


(< 4 ) 


</'(«) et i [/'(«) -1- 2i/"(o 4- 20t)], 



576 


NOTE SUR LA RÉSOLUTION 

seront affectées de signes contraires. Donc, en vertu du théorème I, 
l’équation (i) aura une seule racine réelle comprise entre les lwnites a , 
a 4 - a i. 

Théorème III. — Concevons que, la quantité i étant déterminée par 
la formule (8), on pose 

( 1 5 ) b = a -\- i 


et 

f{b) 

(.«) '=/W 

Soient d’ailleurs A la plus petite valeur numérique que puisse acquérir la 
fonction fi-c) entre les limites x = a, x = a -+- si, et B la plus grande 
valeur numérique que puisse acquérir entre les mêmes limites la fonc- 
tion f"(-T). Si la valeur numérique du rapport 


est inférieure à l’unité, celle de. j ne surpassera pas le produit 

* 

B , 


(. 8 ) 


2A il ’ 


et l’équation ( i ) admettra une racine réelle comprise non seulement entre 
les limites a, a -h 2 i, mais encore entre les limites b, b -t- -xj. 

Démonstration. — Si, comme on le suppose, la valeur numérique 
du rapport (17) reste inférieure à l’unité, la valeur numérique de 
2 B i ne surpassera pas celle de /(«)• Donc, en vertu du théorème II, 
l’équation (1) offrira une racine réelle, mais une seule, renfermée 
entre les limites a, a - 4- -xi. De plus, en désignant par ô un nombre 
compris entre les limites o, 1, et ayant égard à la formule ( 5 ), on 
trouvera 

( 1 9 ) Z(é) =/(« + !)=/(«) + !'/'(«)-+- ~ A« + «0=7/'(a + 90; 
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puis on tirera de l’équation (19). combinée avec les formules (i5) 
et (16), 

-, .. -/'(a -4- 9/) 

_ /(a -h t) _ 2 J 

l2 ° J ~ f\a + i)~ f\a -t-*) ’ 

et comme, par hypothèse, les valeurs numériques des quantités 

/"(a-HÔi). /'(«-t-0 

seront, la première inférieure à B, la seconde supérieure à A, il est 
clair que la valeur numérique de y ne surpassera pas celle du produit 


Donc la quantité y sera renfermée entre les limites 

B B , 

"*■ tt ' ’ 

2 A 2 A 

et la quantité 2/ entre les suivantes 


Mi 


B i 


H r~ ly 

A A 


par conséquent entre les limites — ^ 4- Donc 

b 4 - 2 / = a H- i 4- 2 / 

sera renfermé, ainsi que i, entre les limites a, « 4- 21; et, si l’on 
fait varier x depuis æ~b jusqu’à x = b 4- 2y, les valeurs numé- 
riques des fonctions /'(a?)* f "( x ) demeureront, la première supé- 
rieure à A, la seconde inférieure à B. Enfin, comme, j étant infé- 
rieur à i , et A supérieur à f'(b) (abstraction faite des signes), la 
valeur numérique du produit 2B/ ne surpassera pas celle du pro- 
duit 2B i qui est inférieure à A, ni, à plus forte raison, celle de /'(/>), 
on prouvera par des raisonnements semblables à ceux à l’aide des- 
quels on a établi le théorème II, que la racine réelle déjà men- 
tionnée est renfermée entre les limites b y b 4- 2/. 


OEuvres de C. — S. Il, t. IV, 
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Corollaire I. — On voit par ce qui précède comment, étant donnée 
la valeur approchée a d’une racine réelle de l’équation (i), on peut, 
à l’aide de la formule (5) ou (8), obtenir de nouvelles valeurs appro- 
chées et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles la racine 
se trouve comprise. C’est dans l’emploi de cette même formule que 
consiste la méthode de Newton pour la résolution approximative des 
équations numériques. II est bon d'observer que les différences entre 
la racine cherchée et ses deux premières valeurs approchées a, b 
seront respectivement inférieures, l’une à la valeur numérique de ni, 
l’autre à la valeur numérique de nj, et, à plus forte raison, au produit 


Donc, si l’on désigne par p la valeur numérique de i, et celle de la 

.... B i 

quantité — r- par 

2 i\ 


les différences dont il s’agit ne surpasseront pas les nombres 

15 î 

2 P> jP*= 2 P*- 


De même, si l’on nomme c, d, . . . les troisième, quatrième, . . . valeurs 
approchées de la racine en question, elles n’en différeront que de 
quantités qui ne surpasseront pas les nombres 

5(pe)*=2p£ J , ?(pe 3 ) s = ap£ 7 , 

Donc les erreurs que l’on pourra commettre en substituant à la racine 
cherchée ses valeurs approchées successives 

( 22 ) a, b, c , d, ... 

seront respectivement inférieures aux divers termes de la suite 
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Ajoutons que ces termes se réduisent à 

(a 4 ) ki, ki *, ki *, ki \ .... 

lorsqu’on y transporte la valeur de p tirée de l’équation (21), en fai- 
sant pour abréger 

(> 5 ) A '=ir 

Supposons maintenant que le nombre e ne surpasse pas une urtité 
décimale de l’ordre n, en sorte qu’on ait 


(26) e< 

Si l’on suppose en même temps 


(27) 


k< 


/ 1 \ n 
\ 10 / 

/ I \ ± 

\ 10/ 


m désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série (24) 
seront respectivement inférieurs aux nombres 


(28) 


1 y ,±m / 1 


\o) 


\ tn±.m 


JO/ 


or 


10 


Donc, parmi les chiffres qui suivront les unités de l’ordre m, si l’on a 

(29) *<■ 


ou les unités décimales de l’ordre m, si l’on a 


( 3 o) k < (10)"', 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal à n dans 
la première valeur approchée de la racine réelle de l’équation (1), à 

■±n dans la seconde valeur approchée, k 4 n dans la troisième, 

Donc ce nombre sera doublé k chaque opération nouvelle. La propo- 
sition que nous venons d’énoncer s’accorde avec celles auxquelles 
M. Fourier est parvenu dans le Bulletin de la Société philomathique de 
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mai 1818, en cherchant le nombre de décimales exactes que fournit 
à chaque opération nouvelle la méthode de Newton. 

Si l’on a 

( 3 1 ) *<j, 

les termes de la série (28) deviendront respectivement 



et par conséquent le nombre des décimales sur l’exactitude desquelles 
on pourra compter sera doublé pour le moins à chaque opération nou- 
velle. 

Corollaire II. — Comme, en vertu de la formule (21), la valeur 
numérique de l’expression (17), savoir 

2 B O 

se réduit à f\i, il est clair que cette valeur numérique sera inférieure 
à l’unité, si l’on a 

(33) £<i- 

Corollaire III. — Il est bon d’observer encore que, si la condition 
énoncée dans le théorème III se trouve remplie, si d’ailleurs la fonc- 
tion f"(x) ne change pas de signe entre les limites x — a, x — a - r- 21, 
la valeur de 

j = c — 0 , 

déterminée par l’équation (20), sera une quantité affectée du même 
signe que le rapport 

/"(«) 

/'(«) 

Comme on pourra en dire autant de chacune des différences 


c — b, d— c, 
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il est clair que toutes ces différences seront des quantités de même 
signe et que les valeurs approchées 

b, c, cl, 


formeront une série croissante ou une série décroissante. Cette 
remarque s’accorde encore avec l’une de celles que M. Fourier a 
énoncées dans le Bulletin déjà cité. 

Supposons à présent que l’on prenne pour i, non plus la racine 
unique de l’équation (5), mais celle des racines de l’équation (6) 
qui s’approche indéfiniment de zéro en même temps que la quan- 
tité /(a), savoir 


(34) 


* fia) 
fia) 


I -f~ 



W) 


Alors les théorèmes II et III devront être remplacés par ceux que je 
vais énoncer. 


Théorème IV. — Concevons que , la quantité i étant déterminée par 
la formule (34)» on nomme C un nombre égal ou supérieur à la plus 
grande valeur numérique que peut acquérir la fonction f'"(x) entre les 
limites x = a, x = a H- 2 i. Si les deux expressions 

(35) /'(a), f\ay+ 2 if\a) 

sont des quantités de même signe , et’ offrent des valeurs numériques qui 
surpassent celle du produit 

(36) 2 C i\ 

l'équation (i) admettra une seule racine réelle renfermée entre les 
limites a , a -f- ii. 

Démonstration . — En effet, si l’on pose 

x = a •+■ i -b z, 

on aura, en vertu de l’équation (6) et des formules (48), (49) de la 
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huitième Leçon, 

(/(*) =/(«) +(*■ + «)/'(«)+ — 

( 3 7 ) + 

( = „-/'(«) + *(*‘+f)/'(«) + ^— r [« + *(« + *)]. 

(38) /'w=/'( fl ) + (/ + iî)/'(«)+^/'[«+e(/+ î )] ) 

0, 0 désignant des nombres inférieurs à l’unité. Or, si les conditions 
énoncées dans le théorème IV sont remplies, la fonction f'(cc) con- 
servera évidemment le même signe que /'( a ) pour toutes les valeurs 
de s comprises entre les limites — i, z = i, par conséquent pour 
toutes les valeurs de x comprises entre les limites x»= a, x — a -+- a», 
tandis que les valeurs extrêmes de la fonction f(x), savoir 

(39) — «{/'(«) + \ /"(«)]. <[/'(«)•+• /"(<*) •+• •+■ 20 OJ. 

seront afTectées de signes contraires. Donc, en vertu du théorème I, 
l’équation (i) aura une seule racine réelle comprise entre les limites 
a, a + 2 î. 

Théorème V. — Concevons que, la quantité i étant déterminée par la 
formule (34)» on pose 

(40) b — a -t- i 


2/(6) 

/'(*) 




f{b)“f'[b) 
f\b) f\b) 


Soient d’ailleurs A la plus petite valeur numérique que puisse acquérir la 
fonction f'(x) entre les limites x ~ a, x = a -h zi, et B, C les plus 
grandes valeurs numériques que puissent acquérir, entre les mêmes 
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limites, les fonctions f"(x), Si les rapports 


(4») 


2 Bt 2 C i~ a Ci» 

A * A ’ A ± 2 B i 


restent, abstraction faite des signes, inférieurs à l’unité, la valeur numé- 
rique de j ne surpassera pas celle du produit 

(43) ~ x ** > 


et l’ équation (i ) admettra une racine réelle comprise, non seulement entre 
les limites a, a 4 2 i, mais encore entre les limites b, b 4- 2 j. 

Démonstration . — Si, comme on le suppose, les valeurs numériques 
des rapports ( 42 ) restent inférieures à l’unité, les expressions (35) 
seront des quantités de même signe, et leurs valeurs numériques 
surpasseront le produit 2 Ct 3 . Donc, en vertu du théorème IV, l’équa- 
tion ( 1 ) offrira une racine réelle, mais une seule, renfermée entre les 
limites a, a 4 - ii. De plus, en désignant par 0 un nombre inférieur 
à 1 , et ayant égard à la formule (6), on trouvera 

1 f(b) -:f(a-hi) 

W\) ' i 1 p /» 

I =/(«) + *•/'(«) H- — /"(«) H- + «0 = ■§/"(« + 6i), 

puis on tirera de cette dernière, combinée avec les formules (/jo) 
ct.(4i), 

(45 ) • i' f'(a + 0 i) . 

3 /'(« + «) / > /"(« 4 i) 

V . 3 /'(a -Ht) 

D’autre part, comme les valeurs numériques des quantités f\a 4- i), 
f"'(a 4- Oi) ne surpasseront pas les nombres B, C, la valeur numérique 
de l’expression 

Ü /"( a 4- i) f'"(a 4- Oi) 

3 f(a 4 i) ~f'(a 41 ) 
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ne surpassera pas celle du produit 

r aBt aC** 

12 A A 

inferieure elle-même, en vertu de l’hypothèse admise, à la fraction 



par conséquent, entre les quantités a, a + ii. Donc, si l’on fait 
varier x entre les limites b, b i y, les fonctions f'(x), f"{x), 
f"'(x) resteront (abstraction faite des signes) la première supérieure 
à A, la seconde inférieure à B, la troisième inférieure à C, et les deux 
expressions 

(46) f(b), f'{b) + yf"{b) 
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seront des quantités de même signe, dont les valeurs numériques, 
supérieures au plus petit des deux nombres 

A, A ± 2 B./' > A, 

surpasseront, à plus forte raison, le produit 

(47) 2t/S < 7a7 A ' 

Cela posé, on prouvera, par des raisonnements semblables à ceux a 
l’aide desquels on a établi le théorème IV, que la racine réelle déjà 
mentionnée çst comprise entre les limites b 9 b •+* 2 j. 

Corollaire /. — On voit, par ce qui précède, comment, étant donnée 
la valeur approchée a d’une racine de l’équation ( 1 ), on peut, à l’aide 
delà formule (6) ou (34), obtenir de nouvelles valeurs approchées, 
et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles la racine se 
trouve comprise. C’est dans l’emploi de cette formule que consiste la 
méthode de Halley pour la résolution approximative des équations 
numériques. 11 est bon d’observer que les différences entre la racine 
cherchée et ses deux premières valeurs approchées a , b seront res- 
pectivement inférieures l’une à la valeur numérique de 2 é, l’autre à 
la valeur numérique de 2 j\ et à plus forte raison à celle du produit 


Donc, si l’on désigne par p la valeur numérique de 1 , et celle de la 
2 C* 2 

quantité par 


(48) 



>s différences dont il s'agit ne surpasseront pas les noinbn 


>p, *= 2 pe*. 


QJLuvres de 6\ — S. Il, t. IV. 
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De même, si l'on nomme c, d, . . . les troisième, quatrième, ... 
valeurs approchées de la racine en question, elles n’en différeront 
que de quantités qui ne surpasseront pas les nombres 

1 ^(pe*)» = ape», ^ (pe 8 ) 3 = *pe u 

Donc les erreurs que l’on pourra commettre en substituant à la racine 
cherchée ses valeurs approchées successives 

a, b, c , d, ... 

seront respectivement inférieures aux divers termes de la suite 

( i9) ap, 2 pe-, 2 pe\ 2 PE*\ 

Ajoutons que ces termes se réduisent à 

(5o) ki, Â'E 3 , /.' £ 9 , / E 27 , ..., 

lorsqu’on y transporte la valeur de p tirée de l’équation (48), en sup- 
posant £ positif, et faisant pour abréger 



Concevons maintenant que le nombre £ ne surpasse pas une unité 
décimale de l’ordre n, en sorte qu’on ait 


/ 1 \ n 

( 52 ) £ < ( ) • 

\ lO J 

Si l’on suppose d’ailleurs 



ni désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série ( oo ) 
seront respectivement inférieurs aux nombres 
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Donc, parmi les chiffres qui suivront les unités de l’ordre m, si l’on a 


,55) *<((;)"• 

ou les unités décimales de l’ordre m, si l’on a 


(56) k < (io)"', 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal a n dans 
la première valeur approchée de la racine réelle de l’équation (i), 
à 3 n dans la seconde valeur approchée, à 9 n dans la troisième, etc. 
Donc ce nombre sera triplé à chaque opération nouvelle. 

Si l’on a 


(07) k < 1 , 

les termes de la série (54) deviendront respectivement 



et par conséquent le nombre des décimales sur lesquelles on pourra 
compter sera triplé pour le moins à chaque opération nouvelle. 

Corollaire II. — 11 est bon d’observer encore que, si les conditions 
énoncées dans le théorème V sont remplies, si d’ailleurs la fonction 
f'"(x) ne change pas de signe entre les limites x = a, x — a -+- 2 /, la 
valeur de 

j -■ c - b, 


déterminée par l’équation (45), sera une quantité affectée du même 
signe que le produit 

/'(£).• 

/'(«) ' 

Donc, si le rapport 


(5 9 ) 

est positif, les différences 


/'(«) 

/'(«) 


i — b — a, 


j~c — b. 
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seront des quantités de même signe, et les valeurs approchées a, b, 
r, d, . . . formeront une série croissante ou décroissante. Le contraire 
arriverait si le rapport (09) devenait négatif. 

Des raisonnements semblables à ceux que nous avons développés 
ci-dessus suffiraient pour faire voir que les formules (7) et suivantes, 
appliquées à la détermination approximative des racines de l’équa- 
tion (1), fournissent pour ces racines, et sous certaines conditions, 
des valeurs approchées successives dans lesquelles le nombre des 
chiffres exacts est quadruplé, quintuplé, etc., à chaque opération 
nouvelle. 

11 nous reste à montrer de quelle manière on doit modifier les prin- 
cipes que. nous venons d’exposer, pour les rendre applicables à la 
recherche des racines imaginaires des fonctions algébriques ou trans- 
cendantes. Nous établirons, à ce sujet, les propositions suivantes : 

Lemmf. 1 . — Si l’on désigne par a, (î, y, S quatre quantités réelles, la 
somme 

( 60 ) ay -h pà 

sera toujours comprise entre les limites 

( 6 .) -t3t*-t-p*Ay , + *’)*. (a’+^)My 2 +o'D‘. 

Démonstration. — On aura identiquement 
( 62 ) ( ay 4- pâ y 4- ( xô - P y )* — ( a 2 4- P* ) ('/ 2 4- ô* ) 

et, par suite, 

( 63 ) + = V). 

Donc la valeur numérique de la somme 

ay 4- |3<3 

sera inférieure ou tout au plus égale au produit 

(a 2 4 - (5*)*<y* 4- â*) 2 , 

et par conséquent cette somme sera renfermée entre les limites (61). 
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Scolie. — On prouverait de même que la somme 

(64) ««i -+- PPi + yyi -+- • • • 

offre une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale à celle du 
produit 

(65) (a 2 +f3 2 +y 2 + . . .)*(«* + (3* +y\ +. . .)*, 

quelles que soient les valeurs réelles de a, (4, y, ..., a,, (},, y,, — 

Lemme II. — La somme de deux expressions imaginaires offre, ainsi 
(/lie leur différence, un module compris entre la somme et la différence 
de leurs modules. 

Démonstration. — - En effet, soient 

( 66 ) a -t- (3 \J — l , y-f-ôy/Hi 

les expressions imaginaires proposées. Leur somme et leur différence 

(67) «4- y 4~ ( (3 4 _ <5 ) y/ — i> — y + ((3 — 6) y/ — 1 
offriront pour modules les deux quantités 

(68) j [«*+p* + a(«y + ^) + y *+d*]^' 

qui, d’après le lemme I, seront l’une et l’autre renfermées- entre les 
deux limites 

( 69 ) - ( a24 " P 2 — 2 y/a 2 -+- (3 2 y/y 2 + o 1 y* -4- o 2 ) 2 -- ,± (y/a 2 -f- j3 2 y/y 2 + o 2 ), 

( (a 2 -f- (3 2 h - 2 y/« 2 + (3 î y / y 2 + o s -+- y 2 + ô 2 ) 2 = y/a 2 -+- (3 2 -t- y/y 2 -+- o 2 , 

c’est-à-dire entre la somme et la différence des modules des expres- 
sions (66). 

Lemme III. — Si l’on désigne par a, (3, u, v des quantités réelles, et 
par 0 un nombre inférieur à l'unité, le module de l’ expression imagi- 
naire 

( 70 ) ' a -t-0« + ((3 -t- Oc) y/— 1 
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sera compris entre les modules des deux suivantes : 

( 7 1 ) a -h (3 \f^~i , a + M + + 

Démonstration . — Comme le module de l’expression (70), savoir 

(72) a 2 -4- P 2 -4- 2 0 (of.it : -4- (3 e) 4- Ô 2 ( w 2 -h e 2 ), 

peut être présenté sous la forme 

(~3) [(m 2 4 - e 2 )fl -f- ait - h ( 3 e] 2 -f- (ar — ( 3 «)* 


il est clair qu’il croît ou décroît constamment, tandis que l’on fait 
croître 0 entre les limites G = o, 0 = 1. Donc la plus grande et la plus 
petite des valeurs qu’il reçoit alors sont celles qui correspondent à 
ces limites, c’est-à-dire les modules des expressions (71). 


Théorème VI. — Soient 
une variable imaginaire , 


x - : p 4- q \j— » 
a — 1 -4- jji \] — i 


une valeur par ticulière de cette variable , et 


un accroissement attribué à la valeur a . Concevons d’ailleurs que , />, <7, 
X, p., a, P étant des quantités réelles , o/z désigne par 

(74) p^( a 2 +-f3 2 ) 2 

le module de a 4- (3 y/ — 1 , par f{x ) z//ze fonction dont les dérivées ne 
puissent s évanouir toutes à la fois , e/ par 9(7?» <7), ÿ) deux fonc- 
tions réelles de p et de q propres à vérifier la formule 

(7 r >) /(/ J + 7 v/-~0 -?(/’, 7) H- V 7 - ' x(/>> 7)- 

Enfin y posons 

( 76 ) + i + 5 
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et 


( 77 ) 


^LlLPjiî} 

dp 


9 '(PtÇ), 


( L %Lp±jù 

dp 




Si la fonction f(x) reste continue, ainsi que sa dérivée f'(x), et conserve 
un module supérieur à celui de l’expression 


( 7 8 ) /(« + *)> 

pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z qui offrent un module 
égal à p , si de plus les valeurs correspondantes du rapport 


( 79 ) 


?'(/>, q) 


sont telles quon ne puisse trouver parmi ces dernières deux quantités 
dont le produit se réduise à — 1 , / ’ équation ( 1 ) admettra une seule 
racine imaginaire de la forme a -+- i -+- z, le module de z étant infé- 
rieur à p. 

Démonstration. — Bn effet, si, dans la fonction 


f(x)=f(a + i+3), 

on fait varier z par degrés insensibles, mais de manière que le module 
de z ne dépasse pas la limite p, on obtiendra pour cette fonction une 
infinité de valeurs dont l’une offrira un module plus petit que toutes 
les autres. Soient z 0 ,p 0 , q„ les valeurs de z, p, q correspondantes à ce 
plus petit module, en sorte qu’on ait 

( 80 ) a + i -l- z 0 ~ p a <yo f — 1 • 

Le module de z a sera plus petit que p, et l’expression 

(80 f(a + ( + 5 0 ) —/(/>„ 4 - r/ 0 f — 1 ) 

s’évanouira nécessairement; car, si le contraire arrivait, alors, en 
attribuant à la variable z une valeur infiniment peu différente de 
et par conséquent au module de s une valeur comprise entre les 
limites o, p, on pourrait choisir ces valeurs de manière que le module 
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de /(a +■ i + z) devint inférieur au module de f(a + i + z„) ( voir 
le théorème V de la treizième Leçon). Donc, si les conditions énon- 
cées dans le théorème VI sont remplies, l’expression f(a 4 - f + .s 0 ) 
sera nulle, et l’équation ( 1 ) admettra une racine x = a + i + z, dans 
laquelle le module de z restera inférieur à p. J’ajoute qu’une seule 
racine a 4- i + z„ — p 0 h- q„ \J— 1 jouira de cette propriété ; car, si l’on 
avait en meme temps 

(82) + 1) = 0, /[/>«+« ( 7 o-H <’) V c -^J — 0, 

p {) + a, q 0 + v désignant des valeurs réelles de p et de <7, distinctes 
de p 0 , (j {) et correspondantes à un module de z plus petit que p,' on 
en conclurait 

(83) <p( />„,</„) — o, ?(/•>„+«,'/„ +<■)=(>, 

( 84 ) Zip», 7 o) = °, •/(/'«+"» '/»+ l ’) ~ 0. 

D’ailleurs, en ayant égard non seulement à la formule (75) de laquelle 
on tire 


(85) 


( 86 ) 


I Î5 < Ptî) , j_ : 'Il ( Pjjl 
J ' "dq V dq 




d z(p><l)~ 

dp J’ 


/ dq(p,q) _ 

I dq " 

<; 

i 'hiMl - 

\ 'h 


dp 

d<?(p ,< 7) 


= ~Z'(P’ 7). 
- ?'(/>. 7). 


mais encore à la formule (20) de la vingt-troisième Leçon, et repré- 
sentant par 0, 0 deux nombres inférieurs à l’unité, on trouverait 


( 8 7 ) 


( ?(/>«+ n,q« + ' , )—9(Po<q«) + u 9'(Po- J r 0", îo-t- 0c) — <•*/'(/>«+ Gw, I/o + 9 c), 
! X ( + «> <1» H- •’) = X (/>». 7o ) + « x' (/>« + 0 «, <7o + 0 <’) + c ©'(/)„ -4- 0 u, I/o + 01'); 


puis on déduirait de ces dernières équations combinées avec les for- 
mules (83) et ( 84 ) 


o'(/y+ 61 1, < 7 0+ O v) <f\p ll ~p %u, q t) + 0c) 

x'( Pu + 0 «> lo + 0 <’ ) x'( / J 0 + 0 ", 7o + $<’ ) 


( 88 ) 
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Or l’équation (88) ne pourrait subsister qu’autant que les deux 
valeurs du rapport (79) qui correspondent : i° à p — p u -+- Ou, 
<7 — 2 0 à p — p n &u, q = q„- t-0e fourniraient un pro- 
duit égal —1, ce qui n’aura pas Jieu dans l’hypothèse admise, 
attendu que les modules des différences 

p n + Ou -+■ (7„-H Oc)\f^\ — (a h- i), p 0 -\-&u- 1- (çr„-+- 0 (>) v'— I — O -w ) 

seront, en vertu du lemmc III, compris entre les modules des sui- 
vantes 

Pi 1+ <h y/— "ï —(«-+- i), Po-i- u -l- ( <y 0 -t- e) y/— 1 — (« + i). 

et par conséquent inférieurs à p. Donc alors l’équation (1) n’offrira 
qu’une racine imaginaire correspondante à un module de s plus petit 
que la quantité p. 

Corollaire. — Lorsque le rapport (79) conserve constamment le 
même signe pour toutes les valeurs de z qui offrent un module infé- 
rieur à p, alors parmi ces valeurs de s on n’en peut trouver qu’une 
seule à laquelle corresponde une racine de l’équation (1). 

Théorème VII. — Soient 

,r = p -1- q y/ — 1 

une variable imaginaire , 

a — 1 -+- p y/ — 1 

une valeur particulière de cette variable, 

i a. i- 5 y-' — 1 

une expression imaginaire propre à vérifier la formule ( 5 ) ; et posons 

.V Cl -f- l — }- Z . 

Concevons de plus que , p , q , X, pi, a, (3 étant des quantités /relies, on 
désigne par f(x) une fonction réelle ou imaginaire de x dont les déri- 
vées ne puissent s évanouir toutes à la fois . Enfin , soient p le module 
de i, et B un nombre égal ou supérieur au plus grand des modules 

7 ; > 


OKuvres de C, — S. Il, t. IV. 
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qu acquiert la fonction /""(.r), tandis que le module de z reste compris 
entre les limites o, p. Si le module de l’expression 

( 89 ) f'(a) r- /'(X + p. y / — I ) 

surpasse le produit 

(90) 4 Bp, 

réquation (1) admettra une seule racine imaginaire de la forme • 

fl + i+ 5, 

le module de z étant inférieur à p. 

Démonstration. — Adoptons les notations employées dans tes for- 
mules (70), (77), et faisons en outre 

( 91 ) Z-TZ ù 4- V V'”— - 1 , 


//, c» désignant deux quantités réelles 

( 9' ! ) l{ , --- 1 [ ®'( F- )V •+• [ X'( >•> F )P 1 2 < 


(93) 




dp* 


dp 


= ?*(/».'/). 


' ^ dp L ! ' 11 


L’équation (70) entraînera évidemment les suivantes : 


(94) 


I /' (/>•+• 7 v 7 — ') — ?' ( P> 7 ) + v4 - • 7.' ( F> 7 )’ 
* /"( p -r 7 v ; - O - ?"( p,q) + v ; - 1 7."( /'< 7)- 


De plus, on 
port à 

( 9 5 ) 


tirera des formules (86) : i° en les difï’éren tiant par rap- 


; d <? '( />, 7 ) __ 7 •/'(/>, y) 

1 dq dp 

< 

I c LyfP'j.l d <p'( p, 7) 

dq dp 


v"(p> 7). 

?*(/>, 7 ) 
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ou, ce qui revient au même, 


( 9 <’>) 


[ c ÜJlP'.Û — 

| dp dq 
< 

I — 

■ dp dq 


d*x(/>, 7 ) 

dp* 

d ';ySpilO 

dp 5 


*"(/>. 7 ), 
?"(/>, 7); 


2" en les différentiant par rapport à <7, 


( 97 ) 


/ d* y ( p, q) 

\ dq * 

< 

I d s X(P,<i) 
I dq 2 


dpjtPpJj} 

dp dq 

d 1 v ( p, g ) 
dp dq 


: ~~ x"( / 7 » 7 )- 


On trouvera par suite, en considérant p et q comme variables indé- 
pendantes, 


( 9 «) 


^ 99 ) 


(too) 


( dv{p,q) — cp'( p, q) dp X ( /'» 7 ) dq , 
v * 

1 dyjp,q) ~-y’(p,q)dp-\-o'(p,q)dq, 

( d 4 * ( P, 7 ) — ?"(/>. 7 ) (d/> 5 — dq 2 ) — 2 x''( P, 7 ) d/A dq, 

1 d ' •/.(/>, 7) “ 7."(/>> 7 ) ( d/> s - dq 5 ) -t- a 9 '"(/>, 7 ) dp dq, - 

| d q'(p,q) — Yip,q)dp — y’’( p, q)dq, 

1 d y! {p,q) — y."( />< 7 ) f (p -+- ?"(/>, 7 ) dq. 


D’autre part, comme on aura 

(101) a^fl + i + î- î. + a-H + Ift + ^ + i'ly- 1 , 


on conclura des équations (y 5 ) et (94 ) 

| /(*') = 9 ( >- + a -b «, p. + p -h e) +V— 1 x(X + a + k, fA -H p -+- e), 

(102) , /'(a?) — <p'(). h- « + p + (3 + c) -h y — ï x -t- u, ;i -h ;3 -t- e), 

( /"(•*) — ?"()> -t- a + «, fA -t- (3 4- e) 4 - y/— 1 /''(À -b sc -h m, /a -t- (3 -+• e). 

Enfin, comme l’équation ( 5 ) pourra être présentée sous la forme 
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on tirera de cette équation, réunie aux formules (p) et (94). 

. ( <p(A,|i)4*9'(X,fi)-(3x'(M~ 0 > 

(I04) 

( X(X, fi) + a /'(A, |i) + (3 ?'& fi) = 0. 

Soient maintenant 0 ,, 0 ,, 6,, 0 , des nombres inférieurs à l’unité. 
Les équations (18) et (20) de la vingt-troisième Leçon, combinées 
avec les formules (98), (99), donneront 


0°5) 


\ œ(X + « 4 «, (i+ (3 + v)=z<tCk, fi) 4 (a 4 u) ç'(X, fi) — ((3+ <’) x'(X, fi) 

+ — - ? »[X + 6, ( « + « ), n + 9, ( p 4 »■)] 

- (a 4- u) ((3 -4 v) i"[l 4- 0,(a 4- u)fi 4- 0i(|3 4- p)], 

l(l 4- 3 4- U, [Â 4- (3 4- l’) fi) + ( a + w ) m! O^f fi) + (P ■+* <0 ?'(h fi) 

+ X « { 1 + e, («+#), f* + 0, (P + «■)] 

2 

i 4 (a 4 u) (P 4 v) ®'[X +0 ( (a 4 ii), fi 4 8,(j3 + (>)], 


ou, ce qui revient au même, 


(toG) 


ÿ(X 4 a 4 H, fi 4 £ 4 (’) ~ « <f>'(X, [l) - V l\l, fl) 

4 ■ ■ ■-, l ~ -- - - ^ + - 4 4-0,(a 4- h), f* 4- 9,(3 + c)j 

— (a 4 «)(j3 + e)x'[X + 5 1 (a+ «),fi4 (P + «’)], 
j fXk 4 « 4 u , fi 4 j3 4 r) = u */(>, fi) 4 r<p'(X, fi) 

4 li±j4lZ.<4:t4î. x *[>. + 0, ( a + „), |i + 0, (P + ,..) | 

4 (a 4 «)((3 4 (')©'[). + 0, (a + u), fi 4 0,((3 4 v)] 


et 


(•07) 


j <f/(X H- « + «, fi 4 (3 4r) -=9'(X, fi) + (a + «)«"[X + 0 2 (a 4 «),fi + (j3 -t- (’)] 

I — (P + >’) x"[X + 0 2 (a 4- u),fi + O t ({3 4- •’)], 

! 

j x'(X 4 a 4 <f, fi 4 £ 4 e) - x'(X, fi) 4 (« 4 « ) x" 1 X 4 Oj(« 4 «), fi 4 0 t (P 4 <’ ) I 

[ 4 ( j3 4 e ) 9"[X 4 8j(« 4 «),fi-*-8»(|Î4 (’)!• 


D’ailleurs, en vertu du lemme I et des suppositions admises, les 
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valeurs numériques des expressions 
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(«+a) > -(P + (>) t i .„ 
2 


Y(/m) - (« + «HP + 1 » mM)> 

-%"(p<<i) + (*+«)( i 3 +<’)?'(/',?) 

resteront inférieures au produit 


(« + «)«- (P + >)« ..„ 
2 


(a + «)«-(P + *>)‘ 


■ [(« + «)(P + e)]>[ | [f(p, </)]'+ [ ï(p , ?)]*!*< B 


et les valeurs numériques des expressions 
(« + «) ?’(/>< <l) - (P + v)x'(/>» ?)> (« + “ )*'(/>» 7) + (I 3 + <0 <?"(/>> 7) 
au produit 

[(« + «)* + (P + '')’)* j[<p"(/>, 7 )]*+ [/(/>. 7 )]f <B[(« + «)•+ (P + «•)«]*, 

I 

toutes les fois que le module de 3, savoir («’-t-v*/, vérifiera la 
condition 


M) 


(« J + >’*)* < P* 


Donc alors, en désignant par G', 0 ', 0 ", 0 " des nombres inférieurs à 
l’unité, on tirera des formules (io(>), (107) 


('" 0 ) 


(no) < 


0 (X -t- a + «, fi + p + c) = « <f>'( A, fi) + c^'i X, fi) ± 0 'lt ' , 

X (X + a + a, + P + e) - u p) + v f ( X, p) ± 0 'IS ?. + .Ü.. , 

| ? '(A + « + «, fi + P + e) = ?’(l p) ± 9 ’ B[( a + u)'+ (p + *•)*]*, 

( x'(X + * + «'P + fi + *') =x'(X,ft) ± 0 "lî[(a + «) ! + (P + c)’J s . 

Cela posé, la première des formules (102) donnera 
( 111 ) f(x)-(u + v\J — 1 ) /'(>. + fi y ; ~ 1 ) ± ( 9 ' ± 0 V— 1 ) B 1 ; 
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puis on en conclura, en prenant u = o, v — o, 

('| 12 ) /[). 4- « 4- (p + {3 ) v /z=_ i ] — (0'± ®' \/— |) B 

Donc l’expression imaginaire 

(78) /(a 4- 1 ) =/[>• 4- « 4- (p 4- (3) v /_ 1 J 

aura pour module la quantité 

( 1 13) ( Ô' 2 4- 0' 2 ) 2 B < ' B p~ \/ 2 . 


D’autre part, comme, en vertu du lemme II, le module de l’expression 
imaginaire 

/ 4- - — a -+- 11 4- ( (3 4 - v) y/— ! , 


savoir 

|( st 4- 11 Y 4- (|3 4 - r) 2 ] 2 , 


sera inférieur au double du module de i, et vérifiera, par conséquent, 
la condition 

(n i) [(a 4 - "Y-h ((3 4- e)*]*< 2 p, 

tant que le module de - ne surpassera pas le module p; il suffira de 
prendre 

1 1 
("5) {lY-h t’ 2 ) 2 — :p _ (a 2 4- fi 2 )' 1 , 

et de supposer 

(u(i) R|>2Bpv/s, 

pour que la fonction f(x), déterminée par la formule (1 1 1), offre un 
module supérieur à la différence 

in?) p B, — (0' 2 + 0' s ) 2 2 Bp 2 > p(R, — aBp y/a). 

Donc ce dernier module surpassera celui de l’expression (78), si 
l’on a 

(118) 


R t > ^Bpy/â, 
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et, à plus forte raison, si l’on a 

(119) R,>4Bp. 

Alors aussi les diverses valeurs du rapport (79), correspondantes à 
des modules de z plus petits que p, seront telles que, parmi ces 
valeurs, on ne pourra en trouver deux qui fournissent un produit 
égal à — 1.. En effet, si l’on choisit u et v de manière à vérifier la con- 
dition 

x 

(120) (a 2 -h 

on aura, en vertu des formules (t 10) et (i i 4 ), 

('«') <?'(/>, <7 ) = <?'(hp) — 20B p, yj{p, q) p) ±. 20Bp, 

0 , 0 désignant deux nouveaux nombres inférieurs à l’unité. En 
d’autres termes, la fonction ÿ(p, q) restera comprise entre les limites 

<p'(X,/*) — aBp, <?'(>, p) -t- 2 Bp, 

et la fonction '/'(p, q) entre les limites 

Z '(A, ft) — a Bp, •/'(>., (*) 2 Bp. 

Il est aisé d’en conclure que, si l’on désigne par p„, </„. />,, q, deux 
systèmes de valeurs de p et q correspondants à des modules de ; plus 
petits que p, la somme 

(<22) q'(po, <7o) ?'(/>!, 7«) -t-y/(/ , o.<7o) *'(/>!» <70 

restera comprise entre la plus petite et la plus grande des seize 
valeurs que peut acquérir l’expression 

(123) [»'(>, p) ± 2 B pl I p) ± 2 Bp] 4- ['/(>., p) rt 2 B p ] [/'()., p) ± 2 Bp], 

eu égard aux doubles signes qu’elle renferme. Donc, si l’on nomme 
s,, y, les valeurs numériques de ©'(X, p.) et de y'(X, p.), liées entre 
elles par la formule 

(124) 


?ï+xï^Rî, 



600 


NOTE SUR LA RÉSOLUTION 


la somme (122) ne pourra devenir inférieure à la plus petite des seize 
valeurs de l’expression 

( 1 a 5 ) («p, ± aBp) (<p,±aBp) -+-(xt± aBp)(x.±aBp). 

Or cette plus petite valeur sera évidemment positive, si* la condi- 
tion (119) est remplie, et se réduira, dans ce cas, à l’une des trois 
quantités 

(126) («p* — aBp)‘-+- (Xt — 2Bp) ! , 

(127) (?,— 2 Bp) 2 — (2 Bp — xt) ( 2 Bp + xi) — RJ — 4 Bp<pi> Ri(Ri — 4Bp), 

(128) (xi — 2 Bp) 2 — (a Bp — <p, ) (a B p -t- 9,) — Rf — 4 BpXi> Ri(Ri — 4 Bp), 

savoir à la quantité (12G), si l’on a en même temps 

(129) <p,> a Bp, xi > 2 ® P» 
à la quantité (127), si l’on a 

(1 3 0) xi< ? Bp et, par suite, 9, > y/R} — 4 B*p 4 > 
enfin à la quantité (128), si l’on a 

( 1 3 1 ) <p,<2Up el, par suite, y, > v^RT— TB*p 2 > 2hp \f 3 . 

Donc alors l’expression (122) restera toujours positive, et la formule 

, . ?'(/>o»'/ o) <h ) _ 

(lo^) à j \ f / \ 

%(Po, <7o) yAPt><h) 

ne sera jamais vérifiée. D’autre part, nous avons déjà prouvé que, 
dans le même cas, le module de l’expression (78) est inférieur à tous 
ceux gue peut acquérir la fonction /(ce), tandis que le module de s 
reste égal à p. Donc alors, en vertu du théorème VI, l’équation (1) 
admettra une seule racine correspondante à un module de z plus 
petit que p. 

Théorème VIII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème Vil, désignons par A le plus petit module que puisse acquérir la 
fonction f(x) — f(a 1 -+- z), tandis que le module de z varie entre 
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les limites o et p. Soient d'ailleurs 
( 1 33 ) b — a i 


et 

(l34) J '~ f\b) 

Si le produit 

(90) 4B P 

inférieur au nombre A, l’équation ( 1 ) admettra une racine imagi- 
naire qui sera non seulement de la forme a + i + j = b -h z, le module 
de z étant inférieur à p, mais encore de la forme b -f -j ■+■ s, le module 
de s étant plus petit que celui de j. 

Démonstration. — Lorsque le produit ( 90 ) est plus petit que A, il 
est, à plus forte raison, inférieur au module de f'(a). Donc alors, en 
vertu du théorème VII, l’équation ( 1 ) offre une racine, mais une 
seule, de la forme a-hi-hz, le module de z étant inférieur à p. 
D’ailleurs, si les conditions énoncées dans les théorèmes VII et VIII 
sont remplies, le module de f(b) =f(a + i) ne surpassera pas le 
second membre de la formule (n3), et par suite la valeur de j, 
déterminée par l’équation ( 1 34 ) ou 


(.35) 


• f(U-i-l ) 

J ~ /'(«-*- i)’ 


offrira un module p, qui vérifiera la condition 


(i36) 


1 B 

P‘<â A 


, /- l/s 1 

P v 2< 8 p< 4 p - 


Donc, tant que le module de s restera inférieur à celui de y, le module 
de j + s restera inférieur à p, ou même à ^ p, et les modules des deux 
expressions 

( i 37 ) f(b+J + s), /"(b -h J -+• s) 

demeureront le premier supérieur à A, le second inférieur à B. Cela 

OEuvrcs de C . — S. II, t. IV, 7^ 
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posé, comme, p, étant plus petit que p, le produit 4Bp, restera infé- 
rieur à A, et, à plus forte raison, au module de /'(b), on prouvera, 
par des raisonnements semblables à ceux à l’aide desquels on a établi 
le théorème VII, que la racine ci-dessus mentionnée est de la forme 
h +j 4 - s, le module de s étant inférieur à p,. 

Corollaire /. — On voit, par ce qui précède, comment, étant donnée 
la valeur approchée d'une racine imaginaire de l’équation (i), on 
peut, à l’aide de la formule (5) ou (8), obtenir de nouvelles valeurs 
approchées, et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles le 
module de la racine se trouve compris. Il est bon d’observer que les 
différences i -+- j s entre la racine cherchée et ses deux pre- 
mières valeurs approchées a , b, offriront, en vertu du lemme.II et de 
la formule (i36), des modules inférieurs aux nombres 

('38) 2 p, 2 p,< JpV 2 - 

Donc, à plus forte raison, dans les différences dont il s’agit, les par- 
ties réelles et les coefficients de \J— i ne surpasseront pas les quan- 
tités ( 1 38 ), que l’on peut remplacer par les suivantes 

.2 p, 2 pe, 

en faisant, pour abréger. 



On prouvera de même que, si l’on nomme c, d, . . . les troisième, qua- 
trième, ... valeurs approchées de la racine en question, les diffé- 
rences entre e, d, ... et cette racine offriront des modules qui ne 
surpasseront pas les nombres 

B b _ 

^(pO’V 2 =2pe 3 , j(p£ 3 ) î y/2 = 2p£ 7 , 

Donc, en substituant à la racine cherchée les expressions imaginaires 

a, b , c, d y . . . , 
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on ne pourra commettre^ sur la partie réelle et sur le coefficient 
de sj— i que des erreurs qui ne surpasseront pas les différents termes 
de la série 


(i4o) 2 p, 2 pe, 2pi\ 2pe 7 , 

Remarquons d’ailleurs que, si l’on pose’ 


(40 


/,= 


4 A 2 A y/2 

B \j 2 R 


ces différents termes deviendront respectivement 


(142) 


ke, £e 2 , AV, Ate®, 


Concevons maintenant que le nombre t ne surpasse pas une unité 
décimale de l’ordre n, en sorte qu’on ait 

(. 43 ) *<( 4 )"\ 

Si l’on suppose, d’ailleurs, 

(■ 44 ) k< \'h) ’ 

/«désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série (1 4a) 
ne surpasseront pas ceux de la série (28). Donc, parmi les chiffres qui, 
dans la partie réelle d’une valeur approchée ou dans le coefficient de 
y / — 1, suivront les unités de l’ordre m, si l’on a 

" 45 > *<( 4 )" 

ou les unités décimales de l’ordre m> si l’on a 


046) k < (io)"‘, 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal à n pour 
la première valeur approchée, à 2 n pour la seconde, à 4 n pour la 
troisième, etc. Donc ce nombre sera doublé à chaque opération nou- 
velle. 
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Corollaire IL — Comme on tire de la formule (139) 

8 As 

4Bp- — , 

V 2 

il est clair que le produit 4 Bp sera inférieur à A, si l’on a 


('47) £<gV/a. 

Pour montrer une application des méthodes que nous venons d’ex- 
poser, prenons d’abord 


(•48) 


f (x) — x* ->r lOX — I, 


en sorte que l’équation (1) se réduise à 
(149) X s -hlOX — 1 = 0. 

D’après ce qui a été démontré dans l ’ Analyse algébrique (page 019) ( 1 ), 
l’équation ( 1 49) n’aura point de racines négatives, mais une seule 
racine positive et quatre racines imaginaires, attendu que le premier 
membre pourra être à volonté considéré comme offrant ou cinq varia- 
tions de signe, ou une seule variation et quatre permanences de signe. 
De plus, si l’on désigne par rie module de l’inconnue x , celui de 


x*~ 1 — \ox ou r* 


devra être, d’après le lemme II, inférieur à la somme 1 -4- lor; et par 
conséquent on aura, pour chacune des racines, 

(i 5 o) r l <1 + 1 or, r 4 <^H-io. 

Donc le module de chaque racine sera inférieur au nombre 2, puis- 
qu’on ne peut supposer r> 2, sans avoir en même temps 

. . i 1 

r*> i 6 > 10 H — >10-1 

2 r 

D’ailleurs, si, dans Péquation (i 49 )> on remplace le dernier terme 


( ! ) Œuvres de Cauchy , S. Il, T. III, p. 4^4- 
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par zéro, et la lettre x par la lettre a, la nouvelle équation que l’on 
obtiendra, savoir 

( 1 5 1 ) a 5 -f- io<3 = o, 

se décomposera en deux autres 

(1 52 ) a — o, 

( 1 53 ) a*4-iO“o ou — io, 

dont la seconde sera vérifiée par les quatre valeurs de a comprises 

x = a -+- i -+- z, 

la valeur de i étant déterminée par l’équation 

/(« ) _ gi + i° a — 1 L 

' * /'(a) 5 a 4 -i-io 5 a ; -bio 

Comme, en prenant : i° a = o; 2° a' ~ — io, on tirera successive- 
ment de cette même équation 

(> 55 ) i'= “= o,i, 

( 1 56 ) i — — -r~ — — o,oa 5 , 

)o 

on conclura du lemme II que, pour un module de z inférieur à celui 
de *, le module de x restera compris entre les limites 

(157) o et 0,2, 
si l’on a a = o, et entre les limites 

x i 

(1 58 ) (io)‘ — o,o 5 = 1,72827. . (io)* 4- o,o 5 = 1,82827. .. , 


dans la formule 

( 1 54 ) 

Cela posé, faisons 
00 
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si l’on a a 4 = — 10. Donc alors, pour que le module de 

/'(#) ~ JO 

reste supérieur au nombre A, et le module de 

f"(x) = 20 X* 

inférieur au nombre B, il suffira de prendre, dans le premier cas, 

(159) A = io — 5 (o, 2 )‘ = 9,992, 

(160) B = 20(o,2) 3 = 0,l6, 

et, dans le second cas. 


( 1 6 1 ) A= 5(1,72827. . ,) v — io~ 34,609..., 

(162) H = 20(1,82827 •• -) 3 =122,22.... 


Or, si l’on adopte les valeurs précédentes de A et B, on tirera : i° de 
la formule (21), en supposant a = o, p = t = 0,1, 


(J 63 ) 


(0,16) (0,1) _ 

• = — . = =0,0008 <0,001 ; 

a( 9 > 99 2 ) 


2° de la formule (139), en supposant a' = — 10, p = — i = 0,020, 


(•64) 


( 0 , 025 ) (122,22 . . .) 
2(34,609. . .) 


O , 0624 . . . < O , I . 


D’ailleurs les valeurs de 1 fournies par les équations (i63), (164) 
vérifient évidemment les conditions (33) et (147). Donc, en vertu 
des théorèmes 111 et VIII, l’équation (149) admettra une racine réelle, 
positive, mais inférieure à 0,2, et quatre racines imaginaires com- 
prises dans la formule 


(• 65 ) 




le module de z devant être, pour chacune de ces racines, inférieur 
à 0,025. De plus, si l’on désigne par a, b, c, d, ... les valeurs appro- 
chées successives d’une racine de l’équation (149)* déduites : i° de 
la formule (102) ou ( 1 5 * 4 ) ; 2 0 de la formule ( 8 ), les erreurs que l’on 
pourra commettre en remplaçant cette racine par a, b, c, d, ... ne 
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surpasseront pas les différents termes' de la série (a 3 ) ou (i4o), infé- 
rieurs eux-mêmes aux nombres 


( 1 66) 0,2, 0,0002, 0,0000000002, 0,0000000000000000000002, 
s’il s’agit de la racine réelle, et aux nombres 
(167) "o,o 5 , o,oo 5 , o,oooo 5 , 0,000000006, 

s’il s’agit des racines imaginaires. Par conséquent une opération nou- 
velle, ou deux au plus, fourniront pour chaque racine une valeur 
approchée qui renfermera huit ou neuf décimales exactes. Ainsi, par 
exemple, les deux premières valeurs approchées de la racine réelle, 
savoir x = o, x — o, 1 , seront suivies d’une troisième 


(168) 


: 0,1 — ■= 


( o ,!) 5 


5 ( 0 , 1) 4 


10 


: 0,09999900005. 


qui renfermera neuf et meme dix décimales exactes. l)e plus, aux 
valeurs approchées des racines imaginaires, données par l’équation 


(169) 


\ j? — -0,025 ± (ji) 

( = — 0,09.5 ± 1 , 257433 . . .(1 ± v* 1 — •), 


ou, ce qui revient au même, par les deux formules 

( x - 1, 232433... ±(1, 25 7 433... )v/ =r i, 
( ‘ 70) ! Æ =-i, 282433... ±:(r, 25 7 433... )y/^T, 


succéderont, après une ou deux opérations nouvelles, des valeurs plus 


approchées, 

savoir 


(• 7 1 ) 

( * = 

i, 23 i 8 i 3 .. . ± (1, 258 io 5 ., .) \J — i , 

L=- 

1 , 28 1 81 3 . . . ±: ( 1 , 258007 . . . ) 1 

OU 


( * = 

1, 23181475. . .±: (1,25810649. . . ) \[— « , 

(172) 

u=- 

1,28181425. . .± (1,25800767. . .)v/— 1 , 


et les deux dernières offriront huit décimales exactes. 
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NOTE SUR LA RÉSOLUTION 


Soit maintenant 

(•73) f ( x )= e x — x , 

en sorte que l’équation (i) se réduise à 

(174) e x — x ~ o . 

Alors, en prenant pour a la valeur de x fournie par l’équation («20) 
de la page 485 , c’est-à-dire en posant 

(175) a — o, 3 1 8 1 -+- (1, 337a) y/ — 1, 
on tirera de la formule (8) 

(176) i = 0,0000317. . (0,0000357. . .)\/ — 1 . 

On aura donc, en désignant par p le module de 1, 

. 1 . 

(177) p — [(0,0000317. . . y + (0,0000357. . .)*]* = 0,0000477 — 
D’ailleurs, si l’on fait 

(11) j7 = a-he-t-s = o,3i8i3i7...-+- ( i , 33 j 235 j . . .)y/— 1 -t- 

il est clair que, pour un module de z, inférieur à celui de i, la partie 
réelle de la variable x restera comprise entre les limites 

o,3i8i3i 7... — 0,0000477 — o, 3 i 8 o 84 o. . . , 
o, 3 1 8 1 3 1 7 . . . -t- 0,0000477 = 0,3181794. • • • 


Donc alors, pour que le module de f'(x) — e x — 1 reste supérieur au 
nombre A, et le module de f\x ) = e x inférieur au nombre B, il suf- 
fira de prendre 

(178) A = e 0 - 3180840 -— 1 = 0,37449..., B = e°> 3,8n<, *"= 1,37462. .. . 


D’autre part, si l’on adopte les valeurs précédentes de p, A et B, on 
tirera de la formule (i 3 g) 


(' 79 ) 


(1,37462. . .) (0,0000477. • •)V ' 2 
2(0,37449. . .) 


: 0 , 00001239 . . . , 
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Or la valeur précédente de i vérifie évidemment la condition (1/17). 
Donc, en vertu du théorème VIII, l’équation (174) admettra une 
racine imaginaire de la forme 

(180) a : = o , 3 i 8 i 3 ij . . .- i - 1,3372357. . . \ J — 1 -+- z , 

le module de z étant inférieur à 0,0000477 Ajoutons que, si l’on 

nomme a, b, c, d, ... les diverses valeurs approchées de cette racine 
déduites les unes des autres à l’aide de la formule (8), les différences 
entre la racine cherchée et ses valeurs approchées ne surpasseront 
pas les différents termes de la série (140) ou 

(181) 0,00095..., 0,000000011..., 0,00000000000018, ..... 


FIN DU TOME IV DE LA SECONDE SÉRIE. 
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